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Réponses aux problèmes donnés en Annexe . . . . . . . . . « « . . 


AVANT-PROPOS 


Le présent Recueil de problèmes concerne notre Cours de mathé- 
matiques supérieures édité en français en deux tomes: 
[1] « Cours de mathématiques supérieures, Tome !]: 
Calcul différentiel et intégral. Eléments d’algèbre linéaire 
et de géométrie analytique ». Editions Mir, Moscou, 1983; 
[2] « Cours de mathématiques supérieures, Tome II: 
Equations différentielles. Intégrales multiples. Séries. 
Fonctions d’une variable complexe ». Editions Mir, Mos- 
cou, 1983. 
Chaque chapitre du recueil a été complété par des problèmes et 
exercices de difficulté majeure contenus dans l’Annexe. 


Les auteurs 


CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION À L’ANALYSE 


$ 1. Nombres réels. Ensembles 


Montrer par récurrence que les relations ci-dessous ont lieu: 
4. 1+2+3+. + n=n{(n + 1)/2. 
. 2. 1° +2? +. tré = nn +4) On + 16. 

3. (1 + x)! > 1 L nœ, x > —1. 

1 3 2n — 1 1 

4 Tr... DRE T-0e | 

Pour résoudre les problèmes qui suivent, cf. [1], chapitre 1. 

5. Soient un ensemble À constitué de jeunes hommes d’un groupe: 
donné et un ensemble B comportant les jeunes filles du même groupe. 
Trouver À || B, À NN B, À X B. Examiner en outre les cas où À 
ou PB sont des ensembles vides 
6. Soient A —{2n}, B —{2n + 1}. Trouver À + B, AB, A PB 
(nr est un entier naturel). 
7. Etablir lequel des deux nombres a et b indiqués est le plus 


grand : 


a = 1,(1234512), db — 1,(12345) ; 
a —1,(12302), b—1,(123); a —1,(123412), bd — 1, (1234). 
8. Etablir le nombre a auquel se stabilise la suite de réels: 
a, = 0,1010101010 …, 
a; — 0,1100110011 …, 
az —= 0,111000111000 …, 
a, = 0,111100001111 …, 


an = 0,11 .… 100 … 01 … 10 … 0 … 


n fois n fois 
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9. Trouver la somme des nombres réels a = 0,(12) et b — 0,(13). 

10. Soient donnés les ensembles À = [2, 5], B = 13, 6[. Trouver 
A + B, AB, AB. 

11. Résoudre les inégalités suivantes: 


a) |æ +3|<0,1; b) [zx—31> 10; 

c)Iz|l>|x +3 |; d) [3—1]<]zx—1|; 
z—2 

e) FT |<t 


12. Lequel des nombres a et (—a) est le plus grand ? 

13. Soit a > 0. Indiquer les nombres b qui vérifient les relations : 

a) fJa+<bi=lal+lb]; b)ila—b|=lal+lbl]; 

c)la+b[<lal+lbi; d\ia—b[<lal+lbl. 

14. Trouver le module des nombres suivants: a) In ({/e); 
b}) sin (3x/2); c) cos (71/4). 


$ 2. Limite d’une suite 
(cf. [1], chapitre 2) 


15. Montrer que 


n—00 n 
et déterminer pour chaque € >> O un nombre n, — n, (e) tel que 


n +1 
n 


—1l<e Si AN): 


Dresser le tableau suivant: 


E | 0,1 | 0,001 | 0, 00001 | 


Trouver les limites suivantes : 


; 107 ; n#sin (n!) 
16. lim Le D (0La< 1). 


2 
n —+ 00 n A n — 00 


1 2 — 1 


n 


y 42 2 __4y2 
19. Lim (+++... + Ja 


n 
20. Montrer que la variable &, est infiniment petite si 
1. 1 


&, — RS = ——, 
d n! ? î Vri +1 


n e 
n$ +1 ? En 
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21. Montrer que la variable 6, est infiniment grande si 


Ba—(— nt; Ba—2V%; p,—In(n +1). 
22. Est-ce que la suite 
D — nt-D"/2 


tend vers l'infini? 
Prouver les égalités suivantes: 
23. lim (V 3n +10 —7Y 3n) = 0. 
VE de 
; 3n?+5 3 
et De 
En utilisant le théorème d'existence de la limite d’une suite 
monotone, montrer la convergence des suites suivantes: 


- 25.2 (1—+)(t— 7) (1-5). 


__ 2 3 4 n +1 
26. FR M 2 D 7 RS 9e A à 
27. Trouver l'élément le plus grand des suites ci-dessous : 
n? Vr+i 
CT ET 


28. Trouver l'élément le plus petit des suites ci-dessous: 
Tn = (1 Le =)": Zn = n?—9n — 10. 


29. Trouver infx,, supz, (nEN), liminfx,, lim supz, si 
no kh>n n—+oo k>n 


—Ayn 
x, —1— +: = =D 


2+(—1" 
: ae PE cg URON) 


5) 


30. Indiquer les nombres qui représentent les limites partielles 
de la suite. 


1 l 
1, ER — À, 1, HE A — 1, 15 4 © el 1, …. 

On appelle limite partielle d'une suite bornée quelconque la 
limite de l’une de ses sous-suites qui converge. L'existence d’une 
telle sous-suite à l’intérieur d’une suite bornée découle du théorème 
de Bolzano-Weierstrass. 

En appliquant le critère de Cauchy, montrer la convergence des 
suites suivantes : 
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n 


sin 4? sin 22 sin n° sin k? 
31 = ——+ +... + = Y» 


22 :. on DA 
R=1 
1 és x! 
COS & ! 
. 32. Die D TE F9: RDA PTE 
k—1 k—1 


$S 3. Fonction. Limite d’une fonction 
(cf. [1], chapitre 3) 


Trouver le domaine Æ de définition de la fonction y = f (x} 
indiquée et l’image Æ, — f (E) de l’ensemble Æ par la fonction f: 


34. = 39. y=V 2+3r— 72. 
36. Trouver f (0), f (x + 2), f (L/x), f (x) + 1, 1/f (x) si 
FR 


Construire les graphes des fonctions suivantes: 


37. y—8x—222. 38. =. 


1— x | 3x +4 
— — 7? — = == 
39. y——x212x— 1. 40. y Ter 41. y 
42. Déterminer les bornes inférieure et supérieure de l’ensemble 
des valeurs de la fonction f (x) si 


f(x) = x? sur [ —2, 5]; pÜr)=z ++ sur JO, 3]. 


INDICATION. Sur l’ensemble 10, 31, œ (x) > 2. 
43. Construire les graphes des fonctions suivantes: 


f(x) — sup {sint}; œ(x)= inf {sinf}. 
x 0<LILX 


0<t 
Trouver les limites des fonctions suivantes: 
_— 4%, a) lim, bp) lim——=1 ; 
° up ad xei 22—x—1 
: x? — 1 , : (4 + x)3— (1 + 3x) 
+) LUE Peer d) ns 27437 
Vi+2r—3 : 2x2+3x— 1 \x. 
Vs Va Reri: 
nu. Var+3-2 Vr+i. .__. Vaz—6+2 . 
9) a 5 h) es 
M PE a et in) dj. 
X—+ V'z2— a LL + | 
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tg 4x 


45, a) lime, b) lim, ce) lim 


x+0 | Xx—+0 X—+ |) 
. sin x 
—46, lim sin Va 
x+0+0 T 


— 47. a) lim (1+ À) 


X —+ 00 


2x 


b) lim (+3) "/*: 
x—+0 


c) lim (sinx)**, 
x—JT/2 
ai — 


D 
— (a >> 0). 


48, a) lim IUTÉT , jh) Jim 
x—+0 à x +b 

Etudier la continuité des fonctions ci-dessous, construire leurs 
graphes et déterminer le caractère de leurs points de discontinuité: 


x? — 1 
Le, 

TT 49, f(x) —|x—-1|.— 50. er=| xz—1 LT 
A 11. 


51. f(a)=sen(r?—2r—3). 752. =. 


22:53: y= 254, y— sen (cos x). 


se PE 1 0OZLr<1, sé Cosx, x, 
cs u=tor 1<x<2. .1@=| ax, x >0. 
Montrer que les fonctions f (x) ci-dessous sont uniformément 


continues sur l'intervalle [a, b], c'est-à-dire que Ve >> 0, on peut 
exhiber un 6 (e) = O0 (indépendant des points de l'intervalle consi- 


déré) tel que 
|f(@) —f@)1<e, 
dès que 
| T,—Zo | < ô. 
2, 0Lxz<2, 
To = | 20—8r, 2<r<3. 


— 98. f(x) = ,0<Lzx<2. 
. 99. Trouver la réciproque de la fonction 


Le 


y — ue (ad — bc 0). 
Soit æ—+0. Séparer le terme principal de la forme Az" des 
fonctions ci-dessous : 


7 60. f (x) = 3x + 4, 61. f{x) = Vi +z— Vi 7x. 


14 INTRODUCTION À L’'ANALYSE 


$ 4. Dérivée 
(cf. [1], chapitre 4) 
+ 62. Trouver f' (0), f' (2) si f (x) = 2 — 2x + x. 
— 63. Trouver f’ (0), f’ (1) si f (x) = x Arcsin ——. 


xz+1 
Trouver les dérivées des fonctions suivantes: 


264. y= 
—65. a) y=z+Vz; b) y-1i+ F + 7: ; 
c) RTE d)y=xzV 1+z?; 


e) =: 9 y=Vr+Vr+Vz: 


2 


cr 2 
g) D ne h) y=tig—cotg +; 


SiNz—æCOSz . j) y— 1 , 
Cosr+xsinz ? y 7— cost x ? 


i) y — 


te x e* 
k) y=2 3 l)y—=e +e ; 
m) die" san 


n) y— Arcsin 0) y= Arccos V 1 — x?°, 


es T 
66. y= ter ter. 67. y—e-**. 
68. a) y—sinx?; b) y—sin?x; €) y—sinzx?; 
d) y—cos(sinx); e) y—=cosx?; f) y—cos?xrt, 
69. a) y—Arcsin(x/a); b) y—= Arctg (x/a); 
c) y=Iin(r+Vat+zx?); d) y=—Aresin(sinx); 
e) y—Arccos(x/a): f) y—ert+x, 
70. y—Intg(x/2). 
71. a) y—zxArctgz; b) y=In$2?; 
1 2—1 
c) y=Iin(in(Inxz)); d) y= ln : 
e)y=Vz+i-mAi+Vzr+1); f) y=lntg(s+ 
£) y=—(Intz+31n2z+61nx+6); 


4 : 


TT e 
L 


[CH. { 
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h) y=+(t—ÿ/1+a2+3m(t+) Ta); 


i) y=V x—Arctg V x: j) y = Arctg = ; 

à À gi—x+4 1 V3 . 

DIE D enr one ont 
x° 


1) y— ir + Arcte x$; m) y — Arctg (te? x) ;: 
n) y— «x Arctg x —0,5 In (1 + x?) —0,5 (Arctg x}? ; 
0) y= Arctg(x+V 1+ 7x). 

. p) On sait que la formule 


dy, (x) +. Gin (x) 
di (t)244 (€) n | n1,1(€) -.. ap, à (à) 
CARO SJ out)... ah) | 
An1 (ZX) +. Ann (X) R=1 | Qui, (ZX)... Anti, n (X) 
ne) 2e Gun 


où les éléments a;; (x) sont des fonctions dérivables, est vérifiée. 
De cette façon, la dérivée d'un déterminant de n-ième ordre est 
donnée par la somme de n déterminants de n-ième ordre, chacun de 
ces derniers différant du déterminant initial par le fait que sa ligne 
correspondante est remplacée par une ligne constituée de ses élé- 
ments dérivés. 

Prouver la formule de dérivation des déterminants de 2-ième et 
de 3-ième ordres. 

Trouver les dérivées des fonctions ci-dessous et construire leur- 
graphes de même que les graphes de leurs dérivées : 


1%; —2<x<i, 
72. y = ({— x) (2— x), LT, 
| — (2—x), 2<Lx<A, 


D <= (0; 
Infl{+zxz), x>x0, 

Trouver les dérivées logarithmiques (c’est-à-dire y’/y) des fonc- 
tions y ci-dessous : 


73. y — 


… a 1. 
T4. y=x } 1A+x 
19: y = Chr. 
Trouver les dérivées des fonctions hyperboliques suivantes: 
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76. a) y — sh (x? + 1); b} y —= shÿrf. 

77. y = ch? (x + x +1). 

78. a) y — th? x; b) y — th 2°. 

79. a) y = th (nx +1); b) y = Argsh zx; 

c) y = Argsh (x + V 1 + x?); d) y — Insh x; 

e)y =chlnzx; f)y =ethx; g) y = (shzrjh x (x > 0); 


H {| 


h) y= i) y=æth=—coth <. 


80. Déterminer la différentielle et l'accroissement de la fonction 
#0) — x? + x + A au point x — 1 pour Ax — 0,f. 

Trouver les différentielles des fonctions suivantes: 

81. d (xe°). 82. d (sh x). 

83. d (sh x — x ch x). 84. d (In (1 — x?)). 

85. Trouver les dérivées secondes des fonctions ci-dessous : 

a) y —e-* = exp (—2?); b) y = x V1 + x. 
— 86. Soit le déterminant (de Wronski) 


Yi (ZX) ... y (x) 
W (x) = yt (x)... Yn (x) 


ya (x)... yU NU (x) 


OÙ Y1 (x), . .- ., Yn (x) sont des fonctions continues sur l'intervalle 
la, bl de même que leurs dérivées jusqu’à l’ordre n inclus. 
Montrer que 


— 87. y — x; trouver dy. 
88. y — e* In x; trouver déy. 
Trouver les dérivées y; et y;: des fonctions y —= y (x) données 
sous forme paramétrique si: 
7 89. = 2t — À, y = 3 — À.— 9. x —2cost, y —<2sint. 
M. z=f @, y=tf (D — (6) 
292. z=t—sint, y —=1— cost. 
— 93. a) Ecrire les équations de la tangente et de la normale à la 
courbe 
y=2+z—1 


au point À — (2, —4). 
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b) Etablir si les graphes des fonctions y — sh x et y — In (1+-2x) 
admettent une tangente commune au point (0, 0). 

L’angle que font entre elles les courbes y = f, (x) et y = f, (x) 
au point d’abscisse x — x, où elles se coupent est l'angle formé 
par les tangentes à ces courbes au point susmentionné. C’est pour 
cela que 


_ ON tepr—tegs fie) —fi (0) 
pete (OP) = tem — 1 RG) ? 


où æ, et p, sont les angles des tangentes en question avec l’axe Ox 
(fig. 1). 

- 94. Trouver l’angle que font entre elles en leur point d’'inter- 

section les courbes y — sin x et y = cos x (0 <r< nn). 
1+@ 

-— 95. Quel est l'angle formé par les courbes y — 2% et y = xi-t 
(0 <:œ << 1) en leur point d'’intersec- 
tion (1, 1)? 

f 96. Trouver l'angle que fait JÎa 
courbe y — In (4 + (x/V 3)) avec l’axe 
Ox au point où elle le coupe. 

97. a) Vérifier que le théorème de 
Rolle reste valable pour la fonction 
y = (x — 1) (x — 2) sur [M, 2]. 

b) Le polynôme P, (x) = 24 — x° + 
+ x? — x admet comme racine x — 1. 


Montrer que le polynôme _ P, (x) pos- 


sède une racine réelle située dans l'intervalle JO, 1f. 
c) Montrer que toutes les racines admises par le polynôme 


Fig. 1 


P, (x) = on ({ — x’) sont réelles et qu'elles appartiennent à 


l'intervalle ]—1, 11. 
.= 98. Vérifier que le théorème de Lagrange ÿ (b) — jf (a) — 
— f! (c) (b — a) reste valable pour les fonctions ci-dessous sur l’in- 
tervalle [0, 1]: 

a) y=1+z+z; 

b) f (x) = x° + Az? + Bx + C (4, B, C sont des nombres 
réels) ; 

c) f (x) = Aa + Bx + C. 

Trouver le point c. 

99. Montrer que si une fonction f (x) admet une dérivée bornée 

sur Ja, bl (|f' (x) | & M), alors: 

a) f (x) est uniformément continue sur Ja, bl; 

à si c et b sont des nombres finis, la fonction f (x) est bornée 
sur Ja, bl. 
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INDICATION. Soient x un point arbitraire et x, un point fixé de 
l'intervalle la, b[. Alors 


TG) = If) — fo) + f Go) 1 << 

< | f (@) — f &o) | + If @o) 1 = 1 (©) 11 x—xo HA (0) | 
où c se situe entre les points x et x,; 

c) si l'intervalle la, bl est infini, la fonction f (x) peut être une 
Ar infinie elle aussi; considérer la fonction f (x) = In x sur 
}M, oo. 

100. Déterminer les intervalles où les fonctions 

a)y=3+x—ax; b) y = 4x — xt 
sont monotones. 

Si une fonction œ (x) est continue sur la, b] et si de plus elle ad- 
met une dérivée positive (négative) sur Ja, bl, on peut alors affirmer 
que cette fonction est strictement croissante (strictement décrois- 
sante) sur [a, b]. 

L’assertion ci-dessus peut être mise à profit pour prouver cer- 
taines inégalités. 

Par exemple, la fonction @ (x) = e* — 1 — x est continue sur 
[0, cf. Elle sera strictement croissante sur [0, oof, car œ (#) — 
— @& — 1 > 0 sur ]0, cl: Par ailleurs, @ (0) — 0 et c'est pour cela 

ue 
* —1—%>0, VreEÏl0, œl. 
Sur ]—oo, Of, la fonction œ (x) est strictement décroissante et, pour 
cette raison, e* — À — x => @ (0) = 0. De cette façon, Vx 0, 


A+ x. 
Prouver les inégalités suivantes : 


101. re <sinr<r (x >> 0). 


102. cos x >> 1 — _ (x > 0). 
Calculer les limites ci-dessous en appliquant la règle de L’Hospi- 
tal : 
03. lim, Ÿ 404. lim E2Æ. 
VA 


A sin bz x—+0 
105. lim eee cents _ 106. lim lp ner | 
x 0 ” x +0 + 
2 
_ 107. lim gti . 108. lim z*. 
X —+ 00 T ne X—+r+0 
Î 1/x2 4 /x2 
109. a) lim(e)7; pb) lim (Æ£), 
x0 \  Z Xx—+0 dr 


.… Shaz ... th3z 
o me à lin BE, 
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e) lim Le : f) lim thz—x 
«=D z x0o ?—Shx 
lim 8%, h) lim [coth x?) 
xn/2 (BT x + 0 T 


4 
i) limat-+; j) lim (in+)"; k) lim (thæÿ; 


x—+ 1 . X-»+0 X— +00 


. 1/x2 : a* — 
1) lim (-CÈ= * m) lim a > 0); 
) lim (pe) ) lim EE (40) 
n) net (n est un entier naturel); 
x—+0 
0) Fe ARR SENS (m, n sont des entiers naturels): 
x—0 
— 1 
Lin -——— Va 
p) LT 


q) lim Va INDICATION. Multiplier ef 


diviser par l'expression conjuguée ; 
ä | ._. tgz—sinx 
D Hnt—ehe ss En e 
T7 410. Etablir si l’on peut utiliser la règle de L’Hospital dans 
l'exemple ci-dessous : 


Xsoo TFSINT | 


Ecrire les développements en série suivant les puissances de x 
des fonctions suivantes: 

111. f (x) = tg x jusqu'au terme x. 
112. f(x) = e*-* jusqu'au terme æ. 
+ 113. y — In cos x jusqu’au terme x‘. 

114. y = sin (sin x) jusqu’au terme x. 

Trouver les limites ci-dessous à l’aide du développement d’ après 
la formule de Taylor: 


— 115, lim 05282) | 446. lim (+1 
X—0 T x0 x 


117. lim LE, 418. lim PE. 


3 
x—0 x0 


— 119. En appliquant la formule de Taylor, calculer : 
a) le nombre e à 106 près; 
b) le nombre sin 1° à 106$ près; 
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c) le nombre V 5 à 103 près; 

d) les nombres In 2 et In 3 à 105 près (cf. [1], chapitre 9, 
ÿ14, (8)). 

120. Entreprendre l'étude de l’extrémum local admis par les 
fonctions suivantes: 

a) y—=2—x—x; b)y—]xz|; c) y — 2x — zx; 

d'y=z+i;e)y=#snx (0<Lr<2n); 

) y — 1/(4 F a); 8) y = x|(1 + 4x); 

) y = 2 — 6 0e. i) y = cos æ + 0,5 cos 2x; 

j) y PNR Re 

121. Trouver la plus grande et la plus petite des valeurs des 
fonctions suivantes: 


a) y — 2* sur [0, 51; by=z+<su|s 10 |. 


ca ? 
— 122. Trouver la distance de la courbe y — x? à la droite y — 
—z+2—0(0. + 
123. Trouver sup et inf des fonctions suivantes: 
4, 0Lr<i, ja 
; LD teens OU re Piel 


124. Trouver les intervalles de concavité et les points d’inflexion 
des fonctions suivantes : 

a) y — 3x? — x; b) y —= exp (—7°). 

125. Trouver les asymptotes des graphes des fonctions ci-des- 
SOUS : 

a) y=zt+—: b) y—e; 

c) y — exp (—+); d) y = In ({ + €). 

126. Construire les graphes des fonctions ci-dessous en étudiant à 
fond leur allure (extrémum, inflexion, zéros de la fonction, orienta- 
tion de la concavité, asymptotes): 

__æ—3 b) y— ex 

a) y — V1 rer 
7 127. Construire les graphes des fonctions ci-dessous données sous 
leur forme paramétrique (cf. [1], chapitre 4, $ 22): 

2 3 
a) xt, y—3t—#; D) =. =. 
128. a) Inscrire dans l’ellipse 


ati 


le rectangle d’aire maximale possible et dont les côtés sont parallèles 


aux axes de coordonnées (fig. 2). 
b) On dispose d’une tôle carrée de côté a dans les coins de laquelle 
on découpe des carrés égaux entre eux (fig. 3) de côté x. En pliant 
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ensuite la tôle suivant les pointillés, on forme une boîte à fond carré. 
Quel doit être le côté des carrés découpés pour que le volume de la 
boîte ainsi obtenue soit maximal ? 

c) La distance qui sépare le bateau Æ (fig. 4) d’une côte rectiligne 
est égale à 9 km (segment KB). Un courrier qui se trouve à bord doit 


Fig. 2 Fig. 3 


être envoyé au camp L situé sur la même côte à 19 km du point B, 
Indiquer le point P de la berge où doit aborder le courrier pour 
qu'il puisse transmettre son message le plus vite possible si l’on sait 


Fig. 4 Fig. 5 


qu’à pied il fait 5 km à l'heure, alors qu’en ramant il avance à une 
vitesse de 4 km/h. | 

d) On dispose d’un rondin de diamètre d qui doit être transformé 
en une poutre de section rectangulaire de base a et de hauteur À 
(fig. 5). Trouver les valeurs de a et de h assurant la résistance maxi- 
male de la poutre si l’on sait que cette résistance est proportionnelle 
au produit ah°. 

129. Inscrire dans la parabole d’équation y — 3 — x° le rectangle 
d’aire maximale ayant un côté sur l’axe Ox et deux sommets sur la 
parabole susmentionnée (fig. 6). 

130. Deux bateaux À et B avancent à vitesses constantes v et v 
suivant deux lignes droites qui font entre elles l’angle 6. Trouver la 
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distance minimale qui sépare les bateaux au moment où les distances 
au point d’intersection de leurs routes sont respectivement égales à a 
et b (fig. 7). 


Fig. 6 


ms 131. Déterminer le rayon de courbure des courbes suivantes: 


2 2 
a) = 2pa; D) +=; 


C) = + (1— cos t), 2 (i— sin t) (c'est une cycloïde). 
132. Former l'équation de la développée de la cycloïde - 


x—=a(t—sint), y—=a(l— cost). 


CHAPITRE 2 


INTÉGRALES 


$ 1. Intégrale indéfinie 
(cf. [1], chapitre 5) 


En utilisant la table des intégrales, trouver les intégrales ci- 
après : 
2133. [a(5-—s)idr. 134. | (—aras. 185. | 


x? dx 


A+? 


136. | (+ sin +c0s x) da. 137. | …s dx. 


x? — 


188. [tgzdr. 139. |thtrde. 140. | coth?x dx 


pat, | VITPEVI eg, 442. | (273) dx 
Vi xt 


143. a) Sr : b) | (x) (1— 22) (1— 87) de ; 
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a [(£ . d) [VE REEt à: 
o) [ (LE): 9 | A. de; 8) | Er de; 
h) | = de; à) | £ PTS dr; ÿ) | (27 +3") dx ; 
k) | (@shæ+bchz) dr; 1) | (2x— 9) dz ; 

ni 0 [7 


D p) [texte de. 


En transformant d’une façon convenable l'expression sous le 
signe d'intégration ou en pratiquant des substitutions adéquates, 
trouver les intégrales ci-après: 


144. | 145. | ee A6: { = 


V1 2 + ex cos? rsin?z 
147. RS 148. | terdz. 149. se 
150. ay 2—3x dx. 191. À LE 
7 152. à) a: b) jaÿ/T+a de; 


D Jai 0 ES 9 
d In? 
f) er à g) { Ed; Dh) | cotexdr; 
D [as D [as 0 [de 
1) | shtx da ; m) | chez da ; n) re : 


sh? x ch? x 
xdr SS/ 4 TT dE À dx 
0) fr: p) E y T+aæidz; d) Te 
En appliquant la méthode d'intégration par parties, trouver les 
intégrales ci-dessous : 


— 193. À Arctg x dx. 154. | ze * dx, 195. | x sh x dx. 


156. | zsinxzdt. - 157. | Arcsin & da. 
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158. À æcosz dx. 159. | Arctg V x dx. 

160. a) | x?sin2z dx; b) [ x Arctg x dx ; 

c) ee dx; d) Î ax$e-* dx; e) | In x dx ; 
f) | al x dr (n== —1); g) | a ch 3x de ; 


h) | atshz de; i) | sin æ In (tg x) de. 


A l’aide de la méthode des coefficients indéterminés, trouver les 
intégrales des fonctions rationnelles ci-dessous : 


2x +3 : 2x +1 
161. 0 [er és D [Ter 


Ë dx : dx | 2x — 2 
162. à) | : Di 9 (RE Fe 


* dx | dx 
163. à | rer: D | pers: 
x dx 


dx : à 
164. à) na: b) | (x +1) (x+2) (+3) ? 
— dx zdr ., 
o | si 5 d) er +1 ? Ô D 
P 


dx 
f) \ _— _ ’ g) Es zi+i é 
Trouver les intégrales des fonctions homographiques irrationnel- 
les suivantes : 


dx 
165. | RTE 


dx dx 
) | zU+2V +72) c) | Vr(4+y2) 
Vrz+i— Vz—i i dx 
d 7 — d , © a ————_——_— |; 
) | Vr+i+ Vr—1 . ) | AL Vz+Vi+z 
f) { Fe (nr est un entier naturel). 
Trouver les intégrales des fonctions quadratiques irrationnelles 
suivantes : 
=. 3 
167. | RE : (6. (Va—2+2 2x + ddr. 
Trouver les intégrales des fonctions trigonométriques ci-dessous : 
169. a) À sinixdr: b) EE 


sin 2x 


- dx | 
.” 166. a) | TRUC TEA 
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170. a) | cost x de ; b) | _ 


cos 2x 
171. la (ttes). 
172. a) RE er Ne: 
b) | ss: D |: d) eme: 


e) | [th (2x + 1) + coth (2r — 1)] dr. 


$ 2. Intégrale définie 
(cf. [1], chapitre 6) 


173. Montrer que la fonction de Dirichlet 


O0 pour x irrationnel, 
ÿ 4 pour x rationnel 


n’est intégrable sur aucun intervalle [a, b]. 
174. Sans calculer les intégrales indiquées, établir laquelle 
d’entre elles est la plus grande: 
x/2 x/2 t/2 


a) | sin + dx, | zda, | dx : 
0 ) 


(==) 


dx, Lead 


(ee LE 


b) 


ca les Mtésrales définies à l’aide de la formule de Newton- 
Leibniz : 


3 a/4 
175. a) ET : D) | sin 2x dx ; 
V5 0 
xt/2 x/& 1/2 
Ê dx 
c) À cos x dx ; d) \ tgxzdx; e) ; 
V1— 7° 
0 1/2 
sh 2 ; 2 2 
ua e. 
f) | Vis: g) | Faites h) | Fies 


T/2 
176. | "© (@, b>0). 
0 


a? sin? x + b? cos? 
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TT 1n 2 1 


177. {zsinz da. 178. | ze dr. 179. | af" (x) de. 
0 


0 
180. Prouver la validité des égalités ci-dessous pour 4 et Î en- 
tiers: 


an | 
0 k =, 
a) | sin ke sin Le de — | é F 
: I S1 E—1° 
27 
0 si k ZI 
b) | cos Ex cos 1x da = | Fi 
msi k=1;: 


0 
2n 


C) | cos kx sin /x dx —0, Vk, 1. 


0 
INDICATION. Décomposer l'expression sous le signe d'intégration 


en une somme de fonctions trigonométriques. 
181. Trouver les dérivées des intégrales suivantes: 


# 


x 
a) + | sin #dt ; b) 2 (year: C) 2 (smatdr 


a a a 


182. Vérifier que le théorème de la moyenne 
b 
| f(x) da =f ® a) 


reste valable pour la fonction f (x) — x? sur l'intervalle [0, 1]. 
183. Calculer l'intégrale définie de la fonction 


À, OLIz<1, 
j (= | fo 12020 


$ 3. Applications de l’intégrale définie 
(cf. [1], chapitre 7) 


Calculer les aires des figures limitées par les courbes suivantes: 
184. y = x?, re 
185. y=h (1 - + e =), y—=0 (R=>0, b=>0) (fig. 8). 


— 186. + 1. 
187. r — a (1 + cos p), où r et @ sont des coordonnées polaires 
fig. 9). 
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188. Calculer la longueur de l’arc de courbe 


x? | _ 
ES (LIz<Le). 


189. Trouver la longueur de l'arc d'astroïde (fig. 10) 
x + y213 — g2/3, 


-- 1490. Trouver la longueur de l’arc d’une arche de cycloïde 
(fig. 11) i 


æ=a{ft—sint), y—a(l—cost) (0<Lt< 2x). 


191. Déduire la formule donnant la longueur de l’arc d'une cour- 
be définie en coordonnées polaires par l'équation p = f (6). 


y 


: x 


Fig. 8 Fig. 9 


Fig. 10 Fig. 11 


192. Trouver la longueur d’arc de la courbe d’équation (fig. 12) 


_ 8 © 
a cosÿ + 


définie en coordonnées polaires. 
+193. Trouver la longueur d’arc de la cardioïde (cf. fig. 9) 


r = a (1 + cos y). 
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194. Trouver le volume: 
a) du cône (fig. 13) de génératrice 


y=rz (0<zx<h); 


b) du tonneau tronconique (fig. 14) de hauteur k et dont les 
rayons des bases sont respectivement égaux à r, et r, ; 


c) du corps engendré par la rotation de l’arche de sinusoïde 
y = sinx (0Lz< 7); . 

d) du corps engendré à la suite de la rotation de la parabole 
y? — 2pzx autour de l’axe Ox (0 < x < a) (fig. 15). 


4 195. Calculer les aires des surfaces engendrées par la rotation 


des courbes suivantes: 
a)æ—a(t—sint), 
de son axe de symétrie; 
b) 9y? = x (3 — x}? (0 & x L 3) autour de l’axe Ox; 
c) y = 2 (0 Lx L 1) autour de l’axe Oz; 
d)z —acos t, y — a sin° t (astroïde) autour de l’axe Ox. 


y=a{i—cost) (0<L{<2n) autour 
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196. Calculer les intégrales ci-dessous par les méthodes des 
FAÉADE ES: des trapèzes et de Simpson; estimer l'erreur admise: 
1 


a) | . (n —8); b) TS (n = 12). 


T 197. Construire le polynôme d’interpolation de Lagrange du 
3-ième degré pour la fonction f (x) si f (0) = 0, f (1) = 1, f (2) = 2, 
j (3) = 0. 


$ 4. Intégrales impropres 
(cf. [11, chapitre 6) 


_ 198. Calculer les intégrales suivantes: 


00 1 
zadt , | dx : 
a) | Te b) rer (æ => 0); 
nn ip 
L : LT 
c) LÉ ) zlnzx° 


_199. Etudier la convergence des intégrales ci-dessous en appli- 
quant le critère de CP s 


9 Tentes 0 | 
00 Î 

C) | ST — dx ; D | = ° 
Î 


< 200. Calculer les idee ci-dessous par la méthode d’intégra- 
tion par parties: 


a) | xe"* dx; b) À e% cos bx dx (a >> 0); 
0 


e* sin x dt. 


c) 


—201. Etudier la convergence des intégrales suivantes: 


2) 


00 
0 
IT 
0 
00 


ep ps à d 
ie 20); D) | (920); 


+ m>0). 


c) 1+2z 


(a) 
0 
00 
| am d 
0 
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CHAPITRE 3 


ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE LINÉAIRE 
ET DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 


$ 1. Déterminants et matrices 
(cf. [1], chapitre 10, $$ 1 à 3) 


Calculer les déterminants suivants: 


202. 15 3 203. |1 2 204. 18 5 
Û 4| 3 pi 8 2| 
205. |cosa —sinœ 206. |cosa sin - 
sinæ  cosa| sinf cosp | 
x 2x+i ° 
207.la+b a—b| —208. |1+%7 1x 
a—b spi —1 z | 
1+x 1+x 
209.12 1 1 210.10 x 0 
2 LE dd L' 2: 
LA2 0 x 0 


&< 211. Etablir la parité ou l’imparité des permutations ci-dessous : 
a) 1, 2, 4, 3, 9; b}) 5, 1, 2, 3, 4; 
C) 4,:9,2,9.-4; d) 1, 4, 3, 2, ». 

“212. Trouver les cofacteurs de tous les éléments du déterminant 


À = 


LR 
b x 
DC 
et vérifier que 
8 
A= 2 audix 


7213. Calculer les déterminants ci-dessous en accumulant des 
zéros dans une ligne ou dans une colonne: 
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> 214. Calculer les déterminants de Vandermonde suivants: 


a) |1 2 23 28 b) |1 a a? 


1 3 32 33 1 b b2|. 
1 5 52 53|° 1 c ce? 
1 6 62 63 
"215. Multiplier entre eux les déterminants 
123 2 4 1 
A,=13 3 2|—=5 et A—|1 3 1-7 
2 0,2 1 1 2 


par toutes les quatres méthodes possibles (c’est-à-dire en multipliant 
les lignes ou les colonnes de À, par les lignes ou les colonnes de A,). 
Vérifier que dans tous ces cas le produit des déterminants À = A,A, 
est égal à 35. 

216. Soient les matrices 


3 4 8 1 
A — b== : 
(e Al ë ;) 
Trouver la matrice C — ÀA + uB si 


ad) A =1,u—=2; b) À = —5, u = 2. 
< 217. Trouver la transposée A* de la matrice 


221 
DEN 
2 2 1 


et déterminer le rang de À. 


$ 2. Systèmes d'équations linéaires 
(cf. [1], chapitre 10, $ 4) 
Résoudre les systèmes d'équations ci-dessous à l’aide de la for- 
mule de Cramer : 
218. ( 2x, +32, —1, 219. [ 3x, + x, —4, 
IT + 0To = 4. 2x, + 4x, = 1. 
220. (2 +y—1—22. ( 2r— y+3z—9, 
La fans = 4, 
4x — Ty + z—59. 


2T—5y+ z— —4, 


| z— y +3z—9, 
4x —Ty+ 2—5. 
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— 223. En transformant la matrice élargie B, établir si le système 
ci-dessous est soluble. 


2x + Ty+3z+ t—5, 
Z + 3y+5z—2t— 3, 
x + o9y—Yz+8i— 1, 
OX + 18y + 4z + dt — 12. 


224. Trouver le rang des matrices suivantes: 


1 

D 12 D 
A=l1012|, 11° 17 
1240 31581 
01140 


Utiliser à cette fin la transformation des lignes et des colonnes des 
matrices (méthode d’accumulation des zéros). 


$S 3. Vecteurs 
(cf. [1], chapitre 10, $ 5) 


« 225. a) Trouver la projection du vecteur a = (1, 4) sur la 
direction du vecteur b — (1/V 2, 1/V 2). 

b) Calculer les projections x, y, z du vecteur a sur les axes de 
coordonnées si l’on sait que |a | = 2, a = n/4, B — 5/3, y — 21/3, 
où @, B, y représentent respectivement les angles du vecteur a 
avec les axes Or, Oy, Oz 

c) Trouver les projections du vecteur a indiqué au point b) ci- 


dessus sur la droite orientée L de vecteur unité b — (1/2, 1/2, 1/V 2). 
226. Soient les vecteurs a — (1, 2, 2) et b = (2, 1, —1). Trou- 

ver les modules de ces vecteurs, la distance entre les points a et b 

au cas où les origines des vecteurs a et b se confondent avec l’origine 

des coordonnées, et le produit scalaire ab. 

+ 227. Trouver le cosinus de l’angle que font entre eux les vecteurs 

suivants: 


a) a = (2, —4, 4), b — (—3, 2, 6); 
ba=(/2,1, —1), b=—(1,0, 0); 
c) a = (1, 3, V 6), b— (1, 1, 0). 


228. Est-ce que le vecteur a = (x, y, z) peut former avec les 
axes de coordonnées les angles & = 11/6, B — x/4? | 

229. Trouver les coordonnées du vecteur a si |a | — 3,,a — 
n'a 
_- 230. Soient les vecteurs a et b tels que | a | — 13, | b | = 19, 
[a + b | — 24. Trouver | a — b |. 
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231. Soient les vecteurs a et b tels que | a | — 11, | b | — 23, 
[a — b | — 30. Trouver | a + b 

232. Trouver l'angle que forment entre eux les vecteurs a — 
=" (t,; 1-1, D),.b=:(0;: 1; 0.70); 

233. Soient deux vecteurs orthogonaux a et b = 0. Quelle doit 
être la valeur du paramètre À pour que le vecteur a + Àb soit ortho- 
gonal au vecteur a + b? 


$ 4. Division d’un segment dans un rapport donné 
(cf. [1], chapitre 10, $ 7) 


234. Trouver sur le segment qui relie les points O — (0, 0, 0) 
et À = (1, 2, 2) dans l’espace à trois dimensions À, le point M — 
= (x, y, 2) divisant ce segment dans le rapport 2: 3. 

235. Trouver|les coordonnées du centre de gravité M — (x, y) 
d'un système constitué de deux points matériaux À — (3, —5), 
B = (—1, 1) de masses qg = p — 1. 

236. Résoudre le n° 235 dans le cas où g = 3 et p — 5. 

237. Le segment d'’extrémités À = (1, —5), B — (4, 3) est 
divisé en trois parties égales. Trouver les coordonnées des points de 
division de ce segment. 


$ 5. La droite 
(cf. [1], chapitre 10, $ 8) 


238. Dire lesquels des points M, = (3, 1), ne = (2, 3), M, — 

— (—2, 1) se trouvent sur la droite 2x + 3y — 13 = 0. 

239. Ecrire l’équation de la droite 2x + 9ÿ — 13 = 0 de deux 
manières différentes: équation d’une droite à coefficient angulaire 
et équation d'une droite passant par un certain point et orientée 
dans un sens donné. | 

. 240. Soit la droite x + 2y + 1 — 0. Former l'équation de la 
droite passant par le point M, — (2, 1) et qui est: a) parallèle à la 
droite donnée; b) perpendiculaire à la droite donnée. 

241, On connaît les équations de deux côtés d’un rectangle 


2x — 3y + 5 = 0, dx + 2y — 7 =0 


et l’un de ses sommets O — (0, 0). Former les équations des deux 
autres côtés de ce rectangle. 
"242, Réduire à la forme normale les équations des droites: 
à) 2x + 9y +4 =0; b)zx+y—1—=0;c) 2x — y +3 =0. 
243. Trouver la distance du point À — (1, 2) aux droites: 
a) 2x + 4y — 5 — 0; b) 2x + 8y +1 —0; c) x + y = 0. 
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$ 6. Le plan 
(cf. [1], chapitre 10, $ 9) 


— 244. Former l'équation du plan passant par le point M, — 
= (1, 2, —3) et qui est perpendiculaire au vecteur v = (1, —2, 3). 
7 245. Former l’équation du plan qui passe Fes les trois points 
suivants: (1, 1, 1), (1, —1, O0), (2, 1, 3). 
_ 246. Ecrire les équations ‘des plans passant par le point (1, 1, 1) 
et qui sont: a) perpendiculaires et b) parallèles au plan 


2x + 4y +z—5=0. 


247. Indiquer parmi les plans ci-dessous ceux qui sont parallèles 
entre eux: 

a) 4x + 2y — 4z + 5 = 0, 2x + y — 23 — 1 — 0; 

b) x — 3z +2 —=0, 2x — 63 — 7 — 0: 

c) 2x — 3y + 92 — 7 = 0, 4x — Gy + 103 — 14 = 0: 

d) 2x — 3y + 5z — 7 = 0, 4x — 3y + 10z — 144 — 0 
— 248. Ramener les équations des plans: 

a) 2x — 3y + 62 —7 —=0, b) 4x — y + 8z — 14 = 0 
à la forme normale. 
“> 249, Trouver les distances du point À = (1, 2, 1) aux plans 
suivants : 

a) 2x — 3y + 6z — 7 = 0, b) 2x + y — 23 — 1 = 0. 

250. Trouver l’angle formé par les plans indiqués au n° 248. 

- 251. Ecrire l'équation de la surface sphérique centrée en l’origine 

des coordonnées et tangente au plan 2x + 3y + 4z — 12 = (0. 

252. Ecrire l’équation 2x + y — 52 — 6.= 0 sous la forme de 
l'équation d’un plan en fonction de ses coordonnées à l’origine. 
— 253. Former l'équation du plan qui passe par le point (2, —1, 1} 
étant perpendiculaire aux plans: 


2x — y + 3z — 1 —0, x + 2y +z = 0. 


— 254. Déterminer les angles «&, B, v formés par la normale aux 
plans 


a)z+yYV2+z—1 — 0: b)zV3+y+1=0 
avec les axes de coordonnées. 


- 255. Calculer la distance qui sépare les plans parallèles ci-des- 


SOUS : 
a) x — 2y — 23 — 1 — 0, b) 2x — 3y + 62 — 1 = 0, 


x — 2y — 23 —6 —=0; 4x — Gy + 12z +1 = 0, 
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$ 7. La droite dans l’espace 
(cf. [1], chapitre 10, $ 10) 


256. Trouver les points d’intersection de la droite 
2x +y—2z—3—0, 
x +y+z—1—=0 


avec les plans de coordonnées. 
++ 257. Trouver les rapports qui doivent être satisfaits par les 
coefficients de la droite 


[ Aix + By ECiz+D,=0, 
Ar + Boy + Co + D, =0 


afin que celle-ci: a) coupe l’axe des abscisses ; b) se confonde avec 
cet axe. 
258. Ecrire sous forme canonique l’équation de la droite passant 
par le point (1, 0, —1) et parallèle au vecteur a = (2, —3, 5). 
259. Former les équations paramétriques de la droite qui passe 
par le point (14, —1, —3) étant parallèle au vecteur a = (2, 1, 5). 
»260. Former les équations canoniques des droites suivantes: 


a) Zz—2y+32—-4—0, bb) (ox+ y+ z —= 0: 

OX +2y —0z2—4—Û0; 2x + 3y — 22 +3 —0. 

-- 261. Trouver l’angle y que font entre elles les droites 
z—2 nur, Z z+Âi y—2  2+59 


1 17 7/5: 1 1 V2" 
262. Soient les droites 
Z+2 . y z— 1 z—3  y—1 z— 7 


— ——————— 


2 — 3 4 ? l 4 DT 


Pour quelle valeur de ! ces droites sont-elles concourantés Ÿ | 
-— 263. Ecrire l'équation de la droite qui passe par le’ point 
(1, —1, 0) étant perpendiculaire au plan 2x — 4y + z — 8. 


$ 8. Orientation d’un système de vecteurs. 
Produit vectoriel et produit mixte 
(cf. [1], chapitre 10, $$ 10 à 13) 


264. Soient les vecteurs 
a) a — (1,2), b = (3,5); b) a = (1, 2), b = (3, 7). 
Etablir leur orientation par rapport au système de coordonnées z0y. 
265. Supposons que les vecteurs a et b forment entre eux l’angler 
o := 1/6, de plus Ja | = 7, | b | = 6. Trouver |a X b |. 
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266. Etablir si les vecteurs a — (1, 0, 3) et b — (2, 0, 6) sont 
colinéaires. 

267. Indiquer la condition à laquelle doivent satisfaire les 
vecteurs a, b pour que les vecteurs a + b et a — b soient coli- 
néaires. 

268. Montrer que si a + b + c — 0, alors 


aXb—=bXc—=cXx a. 


269. Calculer le sinus de l’angle formé par les vecteurs a — 
= (—2,2,1)et b = (6, 3, 2). 

270. Trouver l'aire S du parallélogramme construit sur les 
vecteurs plans a = (4, 2), b = (3, 4). 

REMARQUE 1. Si l’on définit dans le plan x0y un triangle de 
sommets À = (x,, y), B = (ts, yo), C = (xs, Ya), il est évident 
que l’aire de ce triangle est la moitié de l’aire du parallélogramme 


=> — 
construit sur les vecteurs AB — (x, — x;, ya — y.) et AC = (xs — 
— Lj, Ya — Y;). Ainsi, l’aire du via ABC sera 


To —L: _#]| 
Ta — ZT, 
Cette égalité peut également s’écrire 


Le 
S=|-|t; Yo 1 


T3 Us 1 


Le dernier déterminant du troisième ordre est égal au déterminant 
du second ordre figurant plus haut. Pour s’en convaincre, il suffit 
de multiplier par (—1) la première ligne du déterminant du troisième 
ordre, de l’additionner à la deuxième et à la troisième lignes et 
d'effectuer le développement du déterminant suivant les éléments 
de la troisième colonne. Pour s’exercer, calculer l’aire du triangle 
ABC de sommets À = (1, 2), B — (2, —1),C — (0, 1). 

271. Vérifier si les vecteurs ci-dessous sont coplanaires : 

a) a — (2, 3, —1), b = (1, —1, 3), ce = (1, 9, —11); 

b) a = (1, 1,0), b — (0, 1, O), c—={t,; "1; 

272. Montrer que les quatre points suivants se situent dans le 
même plan: À = (1,2, —1), B= (0, 1, 5), C—(—1, 2, 1), 

—= (2, 1, à). 
REMARQUE 2. LA POSITION RÉCIPROQUE DE DEUX DROITES. 
Soient deux droites L: et Z;: 


S — 


2 


TL Y—Y1 __ TZ 21 


1 Bi 7 Mi ? (71) 


LT— Lg ___ Y—Y2 __ 2 —22 


(67 Bz Ye (L:) 
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où a? + BB? + y? — 1 (i — 1, 2). Considérons les vecteurs unités 


ai — CZE Pas Vip A — (as, Be, Yo), 
et les points 


A1 = (li, Yi Zi), À — (os Yos 22). 

On appelle distance d entre les droites L, et L, la distance minimale 
qui sépare deux points arbitraires A € Let BEL,. 

Les droites L, et L, peuvent occuper dans l’espace trois positions 
différentes. L 

I. Les droites Z, et Z, peuvent être concourantes en un point. 
Il est évident que dans ce cas d — 0. 

II. Les droites Z.; et Z, sont non coplanaires, ce qui veut dire 
qu’elles ne sont ni concourantes ni parallèles entre elles. Dans ce 
cas, les vecteurs a! et 4? ne sont pas colinéaires et la distance d entre 
L, et L, est donnée par la formule 


Re | 
[T2 alxXa || fa'xa?] 


æ; P Vi . (1) 


&y Be Ve 

En effet, supposons que II, est le plan qui contient la droite L; 
et qui est parallèle à la droite Z,, tandis que le plan IT, passe par la 
droite L, étant parallèle à L,. Il est évident que les plans IL et II 
sont parallèles entre eux et perpendiculaires au vecteur a! X a?, 
Pour cette raison, la distance entre les droites L, et Z, est égale à 
la distance qui sépare les plans IT, et IL. 

Etant donné que A, € Z, & Il,, alors A2 
que A, EL, € IL, il est immédiat que 

la distance d entre II, et IL, est égale à la 

valeur absolue de la projection du vecteur d 


A4, sur le vecteur a! X a?: 


——> 
d = | Praixar A142 |, 

ce qui. est égal au second membre de Fig. 16 

(1) (cf. [1], chapitre 10, $ 5, p. 395). 

III. Les droites L, et L, sont parallèles. Dans ce cas, on peut 
considérer (s’il le faut, on change le signe dans les équations de la 
droite Z,) que a! — a?. La distance d entre L, et L, est calculée 
d'après la formule (fig. 16) 


A 
Pr A; A2 
a 


a a 
d — 4 | 444 |? — (pra: 4,4, )? = 74 A,4, |?—(4,4,, at}? — 
= V (to — 2) + (Ye — y) + (2e — 25) — [to —2) + 


7 + (Ya — Ys) Bi + (22 — 24) Y1]? 
(ai + Bi + vi = 1). 


—> 
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REMARQUE 3. APPARTENANCE DE DEUX DROITES À UN MÊME 
PLAN. 

Ci-dessous nous allons montrer que l'appartenance de deux 
droites L. et Z, à un même plan est assurée si l'égalité 


Lo — Li Yo —U1 22 —2: 
œ: Bi Y: |[=0 (2) 
Œo Be Yo 


est satisfaite (c’est une condition nécessaire et suffisante). En effet, 
cette égalité peut être mise sous forme vectorielle de la façon suivan- 


te: 414, (&' X a?) = 0, ce qui représente la condition‘ d'apparte- 


ns 


nance des trois vecteurs A,4,, a!, a? au même plan (cf. [1], chapi- 
tre 10, $ 13), donc l’appartenance des droites Z, et L, à un même 
plan. _ 

REMARQUE. 4. Il est évident que dans les cas I et III examinés 
ci-dessus les droites L, et L, se situent dans le même plan. C'est 
pour cela que l'égalité (2) est vérifiée. Pour le cas II, les droites Z, 
et Z, ne peuvent évidemment pas appartenir à un même plan et l’éga- 
Jité (2) n'est plus valable. 

Pour s'exercer, trouver la distance entre les droites suivantes: 


gi V2 26 #4 _y—2 16. 
4 o & 7? 5 6 3 ? 
js © ee. e. 
| 4 5) &  ? 1 2 1 
c) TA y—2 21 2x5 _y—3 +1 

& 5 3 7 8 10 6 
D ee Ve 

1 2 3 2 4 6 ” 
e) æ _y—i z+2 g—1 _y+2 z—6 

4 5 4 7 À 2 Lo” 
f) 21 y+i 2, SEL. VI... si 

À 2 14 7 2 3 4  ? 


(réponses: a) 0; b) 3/V 2: c) V 33/2; d) V 3/14; e) 7/V 2; f) 0). 
Ci-dessous est donnée la solution du problème formulé en b). 
Dans le cas examiné, À, — (1, 2, 6), À, — (0, 1, 2). Les vecteurs 
(4, 5, 4) et (1, 2, 1) ne sont pas des vecteurs unités. En multipliant 
les équations des droites par les modules de ces vecteurs, on obtient 

les équations de ces droites sous la forme qui nous convient : 

= y— 2 —_— 36 DES = © = ——— 

4/V5T  5/V57 4/V57?  1/V6 2/V6  1/V6 ? 
c'est-à-dire à — 4 57, B, = 5/V 57, y = 4/V 57; & = 1/V6, 
B, = 2/V 6, y; = 1/V 6. Il est aisé de vérifier que la condition (2) 


y —1 g—2 


Î 
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n’est pas satisfaite, ce qui signifie que les droites considérées sont 
non coplanaires. Cela nous permet de trouver la distance cherchée 
d’après la formule (1). Trouvons le produit vectoriel des vecteurs 
unités al — (cu; Ba: Yi); a? — (co, Pa; Ye): 


 j kKk . 
ax | fi = 6:57 [— 3i + 5k]. 
> Pr Ve 


D'où [at X a? | = 1/V 19, et la formule (1) nous donne 


4 Ù A | . 
d=|y 19, 4 5  4f—=—|— °- 
RE V 57.6 V5 


REMARQUE 5. VOLUME D'UN TÉTRAËDRE. 

Soit le tétraèdre (pyramide triangulaire) ABCD de sommets 
A = (ti, Yi 2). B = (%2, Yo, 22); C— (xs, Y3, Z3), D — 
— (x,, ÿ,, Z:). On demande de trouver le 
volume de ce tétraèdre (fig. 17). 

La\ figure 17 montre que le volume du 
tétraèdre ABCD est égal à 1/6 du volume 


du parallélépipède construit sur les vecteurs 
> —> — 


AB, AC, AD. D'autre part, on sait que le | 
volume de ce parallélépipède (cf. [1], cha- on 
pitre 10, $ 13) est donné par la valeur s. 


absolue du produit mixte des vecteurs AB, 


—> — 
AC, AD. Il s'ensuit que le volume V de 


notre tétraèdre ABCD sera Fig. 17 
1 ee > 
— 7 (4B X AC) AD — 
Lo—% ee —— Ti Yi Zi 1 
_ | te ; 1|Z2 Ya 22 1 
. 6 Lg3— Li Us —U1 23 —Z1|| — 6 
T3 UYg Z3 1 
Li Li Yi — Yi Zi — 24 
Ti Ya Z 11] 


PROBLÈMES. Trouver le volume des tétraèdres de sommets: 

a) À — (0, 0, 0), B — (1, 1, 0), € = (2, 1, 0), D = (0, 0, 6); 

b) À — (0, 0, 0), B = (4, 1, 1), C = (1, 1, 0), D — (0,0, 8); 
(réponses: a) 1; b) 4). 
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$ 9. Systèmes de vecteurs linéairement dépendants 
et linéairement indépendants 
(cf. [1], chapitre 10, $ 14) 


273. Etablir si les vecteurs 
a) al — (1,1, 1,1), a? = (1, 2, 1, 2), 
aÿ = (3, 1, 3, 1), af = (0, 1, 1, 0); 

bp} a = (1; 0, 1), 4° = (1, À, 2), a —=1(2, 1; 2) 
seront linéairement dépendants ou linéairement indépendants. 

274. Montrer qu un système contenant deux vecteurs égaux entre 
eux est un système linéairement dépendant. 

275. Trouver toutes les valeurs de À qui permettent d'exprimer 
le vecteur b — (7, —2, À) par les vecteurs a! — (2, 3, 5), a? — 
= (9; 7; 0): a = (E, 6. 1), la dépendance étant linéaire. 


$ 10. Opérateurs linéaires. Base 
(cf. [1], chapitre 10, $$ 15 à 17) 


276. Calculer les produits des matrices AB et BA: 
| PS. ==2 83 4 
L. a=( al — k NE 
4 2 4 1 
b — = |. : 
) 4=( 3) 2-(5 1) 
5 8 —4 3 2 
C) a-[ 9 s) »| | 
4 T —3 1 2 
277. Calculer les expressions suivantes: 
4 41\2 L'IYrl1 4 1\: 
L ( h =( ar 1h p) (o 1) 
4 1\7 
3). 
)(51) w>3 


a D 
278. Trouver toutes les matrices B — Ê à) obtenues à la 


suite des permutations des éléments des matrices À indiquées ci-des- 
SOUS : 


à a-(s ra (7 
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279. Trouver les matrices inverses de celles indiquées: 


D 5 
12 
A= , b) 4— ; 
a) (, A ) A ‘ 3 1 


D —2 —3 
: a= (ire nt 


sin œ COS Œ 
280. Résoudre l’équation matricielle 


t:2 9 9 : ZX y 
É 1) (s ) où x (© ) 


| | 12 
SOLUTION. Trouvons l’inverse de la matrice À = }: À, = 4, 


3 4 

4 2 

Au= —8, Au= —2, A1; A=|, [= —2: 

A A 

re a —2 +1 

ATi — . À = 3 1, 
12 22 — —— 
VAN A 2 2 


En multipliant à gauche par A! les deux membres de l’équa- 
tion, on obtient (4-14 = Æ): 


3.) et «1 
__ 4-1 _ 
Ft F ) 2 + 


281. Résoudre l'équation matricielle 


3 —2 ( L 2 
X. = . 
(e Ne — 5 ;) 
Pour trouver l'inverse (4-1!) de la matrice À, on peut résoudre 
le système y — AÀx par rapport à æ. Soit æ — By. Alors A7 — B, 


car ÀABy — Ax = y, c'est-à-dire AB = E ; BAx — By — x, c'est-à-- 
dire BA = E, où E est la matrice unité, donc AB — BA — E,. 


1 2 
Trouvons par ce procédé l'inverse de la matrice a à n : 


Formons maintenant le système linéaire 


T, + Ts — Ui 


AX — ou 
Ÿ | 8Ty + AT = Yo. 
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En résolvant le système ainsi formé, on a 


Ti, = —2Y1 + Yo) 


9 | 
T2 — 5 Hi 5 Ve. 


== 9 1 
as 2 . 
CR 


e e Pr # L e Le La _1 
282. En utilisant le procédé indiqué ci-dessus, trouver À 
«les matrices suivantes: 


LA 


1 4 0 
s) 4, 5): ® 4=[0 1 1 
1 0 1 


283. Etablir parmi les transformations (opérateurs) Àx indiquées 
«elles qui sont linéaires et trouver les matrices des opérateurs li- 
néaires : 

a) AT — (ts + Las 2%1 + Las Bi — Lo + La); 

b) AX — (Zs, Lo + LÉ La + 1). 

284. Soient les vecteurs linéairement indépendants a!, a?, a 
de base il, 57, &. Trouver la transformation linéaire qui fait passer 
les vecteurs al, a?, a° respectivement en b!, b?, bÿ si 

a — (2, 3, 5), a — (0, 1,2), aÿ — (1, 0, 0); 
LTD, PEL D, PC 2): 

INDICATION (cf. [1], chapitre 10, $ 16). Si l’on donneles systèmes 
4e vecteurs 

ŒÙ = (Gus, os An) À = (Guy, Oups gp) À = (Gigs Aogs 33) ; 

D — (bi, Des, du), D? — (bye, Der, ba), 0° — (bis, Dogs Das); 


alors l’opérateur linéaire engendré par la matrice 


Qiyy ya is 
A—|@> > x], 
sy se ss 
transforme la base il, 52, i respectivement en a!, a?, aÿ. Il s'ensuit 
que A! transforme a!, a?, aÿ respectivement en i!, i?, &. De la 
même façon, l’opérateur B engendré par la matrice 
Dis sr Dis 
B — Das Do Dos , 
by Ds Uss 
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transforme &!, &?, & respectivement en b!, b°?, b. Donc, BA”! 
transforme a}, a?, a respectivement en b!, b?, b°. 

285. Trouver la transformation linéaire qui fait passer les vec- 
teurs 


ai — (2, 0, 3), «a — (4, 1,5), a«a° = (8, À, 2) 
respectivement aux vecteurs 
b — (1, 2, —1), b— (4,5, —2), Bb — (1, —1, 1). 


286. La transformation linéaire À de base il, i°, i°, 1 est dotée 
de la matrice 


14 2 0 1 
3 0 —1 2 
25 3 1 
14 2 1 3 


Trouver la matrice de cette transformation de base suivante : 

a) d, à, à, L°; 

b) ét, ët +2, à + à? + à, al Hi? Lis + it. 

287. La transformation linéaire À de base a! — (1, 2), a? — 
— (—1, {) est dotée de la matrice 


1 —2 
A — 
(_ “4 


Trouver la matrice de cette transformation de base b! — (1, —2), 


D? — (3, —1). 
288. Soit la transformation À de base a!, a? (cf. n° 287) dotée de la 
4 2 
matrice À — 0 1) . Trouver la matrice de cette transformation 


de base b1, b2. 

289. Etablir si parmi les couples de vecteurs indiqués ci-dessous 
il y en a qui sont orthogonaux: 

a) æ — (1,2, 3), y — (0, —3, 2); 

b) x = (1, 2, 1), y = (0, 1, 2); 

c) æ — (1, 0, 1), y = (0, 2, 1). 

290. Montrer que le système de vecteurs 

e— (1,2, 8), e? — (0, —3, 2), ef — (13, —2, —3) 

est une base orthogonale de R:3. Trouver les coordonnées du vecteur 
x — (1, 0, 0) de cette base. 

291. Compléter le système de vecteurs orthonormal 


æ—(1/V2,0,1/V2,0), y—(0, —1/V23,0,1/V 2) 


à une base orthonormée de R, par les vecteurs z et t. 


Il | 
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292. Etablir l'orientation de la base orthogonale indiquée par 
rapport à la base fondamentale ët — (1, 0, 0), ë? — (0, 1, O), 
& — (0, O, 1): 

1 


2 2 \ 
a (+, Se à 


| 2 
sf ve V2 
= (Te, —7 0). 
293. Soit une nouvelle base orthogonale b!, b*? définie par la 
matrice orthogonale 


AN h 
1/2 V3/2) 


Ecrire les formules assurant le passage des coordonnées (x,, x,} 
d’un vecteur & d'une certaine base ancienne aux coordonnées (x;, x} 
de ce vecteur de base nouvelle. 

294. Soit une base a!, a? définie par la matrice 


(11) 


Ecrire les formules assurant le passage des coordonnées du vecteur & 
de base ancienne aux coordonnées de base nouvelle et vice versa. 


$ 11. Sous-espaces vectoriels 
(cf. [1], chapitre 10, $ 20) 


295. Dire si les ensembles des vecteurs cités ci-dessous forment 
des sous-espaces linéaires : 

a) ensemble des vecteurs à coordonnées entières impaires; 

b) ensemble des vecteurs à coordonnées entières paires ; 

c) ensemble des vecteurs disposés sur une droite qui passe par 
l'origine des coordonnées ; 

d) ensemble des vecteurs situés sur l’axe Ox ou Oy: 

e) ensemble des vecteurs dont les extrémités se situent dans le 
IT quadrant du système de coordonnées (on suppose que l’origine 
du vecteur se confond avec l’origine des coordonnées) ; 

f) ensemble des vecteurs dont les extrémités sont disposées sur 
une droite donnée ; 

g) ensemble des vecteurs dont les extrémités et l’origine se 
trouvent sur une droite donnée; 


$ 11] SOUS-ESPACES VECTORIELS 45 


h) ensemble des vecteurs qui représentent différentes combinai- 
sons linéaires possibles des vecteurs xt, x?, ..., x" de R, (k < n). 

296. Enumérer tous les sous-espaces linéaires RÀ,. 

297. Soit L le sous-espace R, (c'est-à-dire l’ensemble des vecteurs 
situés sur la droite x, — kzx,). Trouver le sous-espace L' orthogonal à 
celui indiqué. 

298. Trouver la mesure et la base des sous-espaces linéaires qui 
représentent les combinaisons linéaires des vecteurs suivants (on 
dit encore «sous-espaces engendrés par lesystème de vecteurs donné »): 

a) al — (1, 0, 0, —1), a? = (2, 1, 1, 0), a — (1, 1, 1, 1), ai— 
— (1, 2, 3, 4), ai = (0, 1, 2, 3); 

bd (1,0, 1), a= (ti. 1;:0, 40; 12) a =6;2;:39); 

299. Soit L un sous-espace de R, engendré par les vecteurs 


a =(1,0,0, —1), a?=— (2, 1,1, O). 


Trouver le sous-espace L’' orthogonal à L. Supposons que le vecteur & 
est orthogonal à L’. Montrer qu’il représente une combinaison li- 
néaire des vecteurs at, a? (a — aa! + Ba?). 
300. Soit e!, e? une base orthonormale du plan et soit un opéra- 
teur linéaire À de base f! — el, f? — et + e? doté de la matrice 
14 2 
Ë A: Trouver la matrice de l'opérateur A* adjoint de À de la 


même base ft, f?. 
SOLUTION. La matrice de l’opérateur A* de base e!, e? est l’ad- 
jointe de la matrice de l’opérateur À. 


Trouvons tout d’abord la matrice de l’opérateur À de base e!, e*. 
On a 


A (et) = A (fi) = fi + f? = 2e! + e: 
A (@) = A (PF) = À (7) — A (P) = Pi — 2 = —e — 2e 


Ainsi, la matrice de l'opérateur À de base e*, e? est de la forme 


af #-( 2 9 

T4 0)? FN 0" 

Trouvons maintenant la valeur de l’opérateur A* de vecteurs f!, f?: 
A*ft— Atei— Dei e2—3ft- f2, 

A*f2— A* (et Le) — A*ei + A*er— 3fi— f2 + et De2—6ft— 3f2. 


De cette façon, la matrice de A* de base f*, f? se présente comme 


suit : 
À 
des 2) 
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301. Posons au n° 300 la matrice de l’opérateur À de base f!, f? 


3 
égale à (, 1) - Trouvons la matrice A* de même base. 


302. L'opérateur linéaire À de base 


f' —. (4, LÉ 1), Î° a. (4, 1, 2), f° do (1, 1, 0) 


est défini par la matrice 


1 1 5) 
os) 
2 7 —35 


Trouver la matrice de A* de même base en supposant que les coor- 
données des vecteurs sont d’une certaine base orthonormale (par 
exemple, f! = el + 2e? + eÿ). 


$ 12. Opérateurs autoadijoints (hermitiens). 
Formes quadratiques 


(cf. [1], chapitre 10, $$ 22, 23) 


303. Trouver la plus grande valeur propre de l’opérateur auto- 
adjoint défini par la matrice 


a) a=(, 1): b) a=(, . 


304. À l’aide du théorème de Sylvester, établir si les formes 
quadratiques ci-dessous seront strictement positives: 

a) t? + x + 3x5 + Atito + tits + lots: 

b) 2217, + 2dits + 222, + 2%xs + 222, + 2Xst, ; 

C) 2x? + 25 + 325 + 22ite + 271ts + 2tta 

305. Trouver les valeurs propres des formes quadratiques ci- 
dessous et établir le type auquel elles appartiennent : 

à) f = 2° + 4xy — y; 

b) f — x? + 26y? + 10xy; 

c)f= 2 + 8y +23 xy. 

306. Réduire à leurs formes canoniques les formes quadratiques 
suivantes : 

a) 32? + 3x, + tite + Atitz — To; 

b) 7x? + Tai + Tai + 2210, + lits — tot. 

307. Trouver les transformations orthogonales qui ramènent les 
formes ci-dessous à leurs formes canoniques et écrire ces dernières : 

a) 62? + 5x + Tri — Atite + Atita; | 

b) 17x25 + A4ré + AA4ré — Ait, — ATils — BloTae 


& 13] CONIQUES 4T 
$ 13. Coniques 
(cf. [1], chapitre 10, $ 24) 


L'équation générale d'une conique (courbe du second degré) est. 
de la forme 
Ar + 2Bzy + Cy? + Dr + Ey + F = 0, (1} 


où À, B, C ne sont pas simultanément nuls. 
On considère que B > 0. L'’équation (1) peut également être 


mise sous cette forme en posant x — x’,y — —y'. La transformation 
orthogonale correspondante ramène l'équation (1) à la forme 
AE + An? + 2dEé + 2en + g = 0, (2} 


où À, À sont les valeurs propres de l’opérateur autoadjoint linéaire 
engendré par la forme quadratique 


Ax? + 2Bxy + Cy°? (3) 


d, e, g étant des nombres quelconques. Lorsque B = 0, l'équation 
(1) prend la forme (2). C’est pour cela que dans la suite nous allons 
considérer que B >> 0. 

Les coordonnées Ë, n seront considérées dans le nouveau système: 
rectangulaire (nouvelle base orthonormale) dont les vecteurs unités 
sont représentés par les vecteurs propres de l'opérateur autoadjoint 
indiqué. De plus, si le premier vecteur propre x! (vecteur unité} 
qui correspond à la valeur propre À, est de coordonnées (x,, yo), 
alors en qualité de second vecteur propre (pour B => 0) on prend le. 
vecteur (—-y,,. Zo) OU (Yo, —%0). Signalons que les vecteurs (x,, yo), 
(— Yo, Zo) Sont orientés de la même façon que la base de départ. 


i — (4, 0), j — (0, 1), tandis que les vecteurs (xo, Yo): (Yos —Xo) 
sont orientés en sens inverse (A _ | is % = — 1<0) : 
7 #0 


| Vo 
Donc, si B>0, la transformation des coordonnées est de l& 
forme 


LI — Loë + YoN; 
y = Yo Æ Ton. 


Lorsqu'il s’agit d’un espace à deux dimensions, les valeurs 
propres et les vecteurs propres peuvent être calculés d’après les 
formules obtenues au $ 24 de [1]: 


= +S VAR + (AC), 


4 _1y2BE (A Ch; 
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{ A—C 
Lo — + a —__ — 
L Te V4B+E(A CR ? 
g 2 2 Y4B?L(A—C) 
Il est évident que chaque fois on peut trouver des nombres propres 
en tant que racines de l'équation caractéristique 
A—X B 
B C—X 


alors que les coordonnées du vecteur propre x! sont données par la 
solution du système 


(4 — hs) ïo + Byo = 0, 
Bxo+(C— M) yo 0. 


Si les deux nombres À, et À, ne sont pas nuls, l’équation (2) peut 
s’écrire 


1 E—a)+hon—p=y, =, B=—, (9 


2: 


=: 


— 


où y est une constante. En posant u = Ë — à, v — N — B, on ob- 
tient 


Au? + AU? = y. (5) 


Si AC — B?> 0, alors À,À, > 0 et l'obtention à partir de (5) 
de l’équation canonique d’une ellipse (réelle ou imaginaire) ou d’un 
point est immédiate. 

Mais si AC — B*< 0, alors À, << 0 et l’on obtient sans diffi- 
culté en partant de (5) l’équation canonique d’une hyperbole ou d’un 
couple de droites concourantes. 

Enfin, si AC — B? = 0, alors ÀA,k — 0. Toutefois, l’un de ces 
deux nombres À,, À,, par exemple À,, n'est pas nul. Alors l’équation 
(2) s'écrit 

À (6 — a)° + ôn = ©. (6) 

Si Ô — 0, l'équation (6) définit un couple de droites (réelles ou 

imaginaires). Quand Ô Æ 0, en posant u = ë — æ@, v = n — _. et 


éventuellement v — —v’, on obtient l’équation d’une parabole sous 
sa forme canonique. 

308. Etablir les types des coniques ci-dessous et mettre leurs 
équations sous forme canonique : 

à) 2x? + 3y? — 6x — 12y + 3 — 0: 

b) 3x° + 2y? — 6x — 12y + 15 = 0; 

C) z? — 2y? + 4y — 4 —= 0; | 
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d) 3x° — 6x + 3y? — 12y + 15 = 0; 

e) x? — 2yÿ° + 4y — 2 = 0; 

f) 4x — 3y? + 12y — 12 = 0; 

g) 3x? + 2y? — 6x — 12y + 22 = 0. 

309. Etablir les types des coniques ci-dessous et mettre leurs 
équations sous forme canonique. Ecrire les transformations du 
système de coordonnées. Représenter graphiquement les systèmes 
de coordonnées et les coniques: 

a) 3x? + A0xy + 3y? — 2x — A4y — 13 = 0; 

b) 25x° — A4xy + 25y? + G4x — 64y — 224 = 0; 

C) 9x? — 24xy + 16y? — 20x + 110y — 50 —.0. 

310. Soit 


4x? — 4xy + y? + 6x + 1—=0 
l'équation d’une conique. Trouver les valeurs de pour lesquelles la 
droite 
y = kx 


a) a un point commun avec la conique ; 
b) coupe la conique en deux points; 
c) n'a aucun point commun avec la conique. 


311. Etablir les valeurs de k pour lesquelles la droite y — kx 
est tangente à la conique | 


+ y +2=V2(y — x). 


312. Ecrire l’équation de la conique qui passe par les points: 
(0, 0), (1, 0), (1, 1), (—2, 1), (O, 3). 


$ 14. Quadriques dans l’espace 
(cf. [1], chapitre 10, $ 25) 


L'équation générale d'une quadrique (surface du second degré) 
dans l’espace est de la forme 
Qu1ty + Gaolé + Gssts À Zytite + 2itila + Daostots + 
+ 2A1% + 2À To + 2A 33 + B == 0. (1) 
Si l’équation (1) ne contient pas de produits de variables mixtes 
(c'est-à-dire 4, — &3 = 4,3 = 0), elle se met sous forme canonique 


par formation des carrés parfaits par rapport aux variables x,, x,, x 
du type 


ua (li — O1)? + Go (to — Go)? + G33 (T3 — C3)? 


et en réalisant une translation de l’origine de coordonnées au point 
(a, TE Ga) 
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Dans le cas où il y a des produits mixtes, il faut tout d’abord 
ramener à la forme canonique la forme quadratique symétrique 


8 3 
D > driladi. 
B=A 11 


Les valeurs propres de l’opérateur engendré par la forme quadratique 
ci-dessus sont données par les racines de l'équation caractéristique 


A — À UZE) 13 
doi Apo — À Go — 0, 
da ga A3 — À 


alors que les coordonnées des vecteurs propres x* (4 — 1, 2, 3) sont 


trouvées à partir des systèmes 


(dy —Àp)Ti + Giro no dis =; 
G21T + (a22 — Ân) To + Gusts  —Ù, 
a31T1 +  Agolo + (433 — À») ts = 0, 


qui, comme indiqué au $ 25 de [1], admettent toujours des solutions 
(trois vecteurs deux à deux orthogonaux x!, x°, æ°). | 

313. Ramener à la forme canonique les équations des quadriques 
ci-dessous et indiquer la dénomination de ces dernières: 

à) 2? + y? + 72 + 2x + 4y — 4 = 0; 


pb) x? + 2y? + 7% + 2x + 4y — 1 — 0; 
C) x? + 2y? — 72 + 2x + 4y — 1 = 0; 
d) 2° + 2y? + 2x + 4y — 2z + 3 —0; 
e) 2? — 4y? — 7? + 8y — 2z — 9 —=0; 


f) 2? + 2y? — 2x — 4y — 1 = 0. 

314. Ramener à la forme canonique les équations des quadriques 
ci-dessous et indiquer les transformations de coordonnées correspon- 
dantes : 

a) 1x! + 52 + 226 + 16xir, + Atits — 202,273 + 22 + 22 + 

+ 273 +1 = 0; 

b) 3x? + 325 + Arts + Atits — 27923 + 4x + 1 = 0. 

315. Trouver la courbe suivant laquelle le plan x — 2 coupe l’el- 
lipsoïde 

2? y? 2 
tata 

316. Ecrire l'équation canonique de l’hyperboloïde à une nappe 
qui passe par les points (1, 0, 0), (0, 4, O), (1, 1, 1). 


317. Trouver les équations des projections sur les plans de coor- 
données des courbes d'intersection du paraboloïde elliptique 


pp +ñ=xz 
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avec le plan 
x + 2y —z = 0. 


318. Quelle est la ligne définie par les équations 


x? y° …. 
| LT 
x—2y +2—0? 


319. Trouver l'équation du plan tangent à l‘hyperboloïde à une 
nappe 


au point (0, O, c). 
320. Former l’équation de la surface engendrée par la rotation de 
l’ellipse 


x? pe 
at tb 
20 


autour de l’axe Ox. 

SOLUTION. Considérons un point quel- 
conque P = (x, y, 0) sur l’ellipse 
indiquée. Lorsque l’ellipse tourne autour 
de l’axe Ox, le point P décrit un cercle 
de rayon y. Soit M — (x, y, z) n'importe 
quel point sur ce cercle (il se trouve éga- Fig. 18 
lement sur la surface cherchée). Il est 
évident (fig. 18) que CP=[|y|=CM=Vy +2, x = x. 
Etant donné que le point P se situe sur l’ellipse, on a 


2? y? 
a pee 
En substituant à y et à x leurs valeurs, on obtient 


x?  y+zt 
PORT 


C'est l’équation de la surface cherchée. 
REMARQUE. Ci-dessus on a fait tourner la courbe f (x, y) = 0 
autour de l’axe Ox et dans l’équation de la courbe on a substitué 


V y? + z° à la coordonnée y, ce qui nous a amenés à l'équation de la 
L*+ 
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surface de révolution autour de l’axe Ox: 
f(x, Vy+2)=0. 
Il est immédiat que l’équation 
f(Va?+z,y)=0 * 


correspond au cas où la rotation s'effectue aufour de l'axe Oy. 
321. Former l’équation de la surface engendrée par la rotation 
de la courbe 


2 — RER ae 
a) L — 97, b) 22 f ce 1; 


autour de l’axe Oz. 
322. Trouver les points d'intersection des surfaces et des droites 
indiquées : 


< è 1 — 2 3 
pins, EH es 


323. Former l'équation du cône de sommet à l’origine des coor- 
données et dont les génératrices sont 
tangentes à la sphère 

(x + 2)? + (y — 1) + (2 — 3} — 9. 

SOLUTION. La sphère en question est 
de rayon 3, son centre se trouvant au 
point € — (—2, 1, 3). Ainsi, le plan xOy 
est tangent à la sphère au point 
P — (—2, 1, 0) (fig. 19). La demi-droi- 
te OP constitue la génératrice. La direc- 
trice du cône se trouve sur la sphère et 
dans le plan qui passe par le point P 
perpendiculairement à la droite OC. La 
droite OC est d’équation 


RL 
Fig. 19 On 2: 


Le plan passant par le point P et qui est perpendiculaire à la droite 
OC est défini par l’équation 


—9 (x +2) + (y —1) + 3z = 0. 
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C’est pour cela que la directrice du cône peut être définie par le 
système. d'équations suivant 


(z+2} + (y — 1) +(z—3)} = 9, 
— 2x +y+3z—5—0. 

Prenons maintenant un point quelconque (x, y, z) sur la directrice 
et un point arbitraire (X, Ÿ, Z) de la génératrice (et du cône en 
même temps). L’équation de la génératrice peut s’écrire comme 
l’équation d’une droite passant par les points (0, O0, 0) et (x, y, 2): 


En éliminant x, y, z entre les équations du système et entre les 
trois dernières équations, on obtient l’équation du cône. Fixons 
z = C et-exprimons zx, y par X, Ÿ, Z: 


cX … cY 


LT) 1=7. 


En substituant ces valeurs dans le système et en éliminant le para- 
mèêtre €, on aboutit à la suite des transformations élémentaires à 
l'équation du cône 


X? + 4Y? — 47? + AXY + 12XZ — GYZ = 0. 


324. Former l'équation du cône de sommet S = (5, 0, O0) et 
dont les génératrices sont tangentes à la sphère 2? + y? + z° — 9, 


CHAPITRE 4 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
(cf. [1], chapitre 8) 


$ 1. Notions de base 
325. Trouver et représenter les domaines d’existence des fonctions 
suivantes : 
: En — : x2 y? 
a) u—=W1—2?—4y; b) u— 1 Sr: HE DES 
c) u=Vy— 4x; d) Sn ET 


e) u—=In(r+y); f) u— Arcsin a: 
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326. Trouver et représenter les domaines d’existence des fonctions 
de trois variables suivantes: 


x? DE 22 2 y? 2 | 
Ju=y1-$-h—h: Dh mis 


c) u=In(—2?— y? 22); d) hide LCL 
e) u — Arcsin x + Arcsin y + Arcsin z. 
327. Trouver les valeurs particulières de la fonction 


f (x, y = + 


aux points (1, O), (1, 1), (2, 1). 

328. Trouver f (x, y) si f (x + 2y, x — 2y) = xy. 

329. On appelle ligne de niveau d’une fonction u = f (x, y) 
l’ensemble de points de son domaine de définition où elle prend une 
valeur constante donnée : f (x, y) — c. Il s’ensuit que cette dernière 
égalité représente l’équation d’une ligne de niveau. 

Du point de vue géométrique, cela correspond aux opérations 
suivantes: on coupe par le plan w = c la surface définie par notre 
fonction et on projette la ligne d’intersection ainsi obtenue sur le 
plan zOy. Cette projection n’est autre chose que la ligne de niveau 
dont on vient de parler. 
= Trouver les lignes de niveau des fonctions ci-dessous : 

x? 2 

a) M1 +; b) u= + 

330. Trouver la distance p qui sépare les points (1, 0, 1) et 
(2, 1, 0) de l’espace R:. 

331. Trouver la limite de la suite de points 

À kr? 
M? = Pur Fr) (k=1, 2, ...). 
332. Soit un ensemble £ —{|x | <1, |y | L1}. Indiquer les 


points qui sont intérieurs à cet ensemble. 
333. Dire si les ensembles ci-dessous sont connexes: 


2 2 2 
a) E={lzl+yl<ih D) E=f$-$-h>t}; 
c) E—{22+yÆ 1}. 


$ 2. Limite d’une fonction. Continuité 
(cf. [1], chapitre 8, $$ 3, 4) 


Un nombre À est appelé limite d'une fonction f au point æ° 
si celle-ci est définie dans un certain voisinage de æ°, sauf éventuelle- 
ment en æx°, et si 

lim f(x) = À 
xR 2 


ak 
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quelle que soit la suite de points x* x de ce voisinage convergeant 
vers æ. 

On rencontre pourtant des cas, où la fonction f n’est définie que 
dans un certain sous-ensemble Æ du voisinage, ce qui entraîne l’ap- 
parition de la notion de limite de la fonction au point æ° sur l’en- 
semble E. 

. Un nombre À est appelé limite d'une fonction f au point a € E 
(£ est l’adhérence de Æ, cf.- [1], chapitre 8, $ 11) sur l’ensemble E si 
lim f(x*)= 4, 
xh 20 


RCE, ha 


quelle que soit la suite de points x" € E qui converge vers æ°. Voici 
une définition équivalente: un nombre À est appelé limite d’une 
fonction f au point æ CE sur l'ensemble E si Ve => 0, 30 — 
— Ô(e, æ) > 0 et tel que 


f(x) — AÏ<e, VxeE, 0<]r—ax| <à. 
EXEMPLE 1. Soit la fonction 
| _ : 
f(x) = frs 2%) =Vai te Sin 3 

définie sur tout le plan À, à l'exception de l'origine des coordonnées. 
Il est évident que dans tout voisinage de l'origine des coordonnées, 
la fonction jf satisfait à l'inégalité 

_=fal=|æ-0j<e (x:0) 


à condition que | x |  ô — &. De cette façon, la limite habituelle 
de la fonction f au point 0 — (0, 0) existe et est égale à zéro: 


lim f (x) = 0. 
x+0 
x#0 
EXEMPLE 2. Soit la fonction 
: 1 
frs 22) =(xi+x,) sin ES 
définie sur l’ensemble Æ qui représente le plan R, privé des axes de 


coordonnées. La fonction f n’admet pas de limite habituelle au 
point 0 — (0, O0), mais la limite de f à ce point sur l’ensemble Æ 
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existe et est égale à zéro 
lim ACT Lo) — 0. 
(x1, SEE 


PROBLÈMES. Etudier l’existence de la limite des fonctions: sui- 
vantes : 


a) f(x, y) = EE) au point (0, 0); 


a? + y? 
b) j(e, y = RER au point (0, 0) 
c) f(x, y, z)—=exp(—1/(x?+y2+z))/(xt+y#+z) au point 
(0, O, 0). 


334. Trouver les limites des fonctions suivantes : 


a) lim EE (x 0): b) Au - 
x —+ 0 


y? 
=. . 
y +2 0 
335. Quelle doit être la valeur de c pour que la fonction 


_[ Vi-a-ap, 2+4p<1, 
f(x, n=| c, r+4p > 1 


soit continue sur tout le plan xOy? 
336. Etablir si la fonction 


2 
f(x, y)= + UE 
0, x=y—0: 


a) est continue au point (0, O0); 

b) est continue sur une demi-droite de vecteur directeur quel- 
conque © == 0 issu de l’origine des coordonnées. 

337. Montrer que l'ensemble des points (x, y) est un ensemble 
ouvert si l'inégalité À — x? — y? => c est vérifiée. 


$ 3. Dérivées partielles. Différentielles 
(cf. [1], chapitre 8, $$ 5, 6) 


Trouver les dérivées partielles et les différentielles totales des 
fonctions suivantes: 

338. u — 2 + y? — 2xy. 339. u — 17°. 

340. u = In (x + V + y?). 

341. a) u — Arctg (y/x); b) u = zy + . 

c) u — xŸ; d) y = sh (x + y); e) u = ch (x°y + sh y). 
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342. Calculer le déterminant 


ee 
or à 
À F 
Oy. 0y 
. Ôr 0 


si: a) x = r cos p, y = r sin p; b) x = r? + @, y = r + œp°. 

343. Trouver les dérivées partielles des fonctions composées ci- 
dessous par rapport aux variables £ et +: 

a)u—Vx+y, où x —ettt, y —Int; 

b) u = xy, où x — cos (£ + +), y — sin (t — x). 

344. Trouver et construire le gradient des fonctions ci-dessous 
au point P = (1, 1): 

a) u — x°y; b}) u — 2x — 3y°. 

345. Trouver les dérivées des fonctions w ci-dessous au point. 
P — (1, 1) suivant la direction du vecteur r — (}/ 3/2, 1/2): 

a)u =In Va? + y?; b) u — 22? — 32. 

346. Trouver la dérivée de la fonction w — 2x? — 3y? au point. 
P = (1, 1) suivant la direction du gradient. . 

347. Trouver les angles formés par le gradient des fonctions ci- 
dessous avec les axes de coordonnées au point P = (1, 1): 


au=aVi+y; bu=zx+yvs. 


$ 4. Dérivées partielles et différentielles 
d'ordre supérieur 


(cf. [1], chapitre 8, $$ 5, 9) 


348. Trouver les dérivées partielles et les différentielles du second 
ordre des fonctions suivantes: 

a) u = In (x? + y); b)u = V 2xy + y?. 

349. Montrer que les fonctions 

a) u — Arctg (y/x); b) u = —In V {x — a} + (y — bŸ 
vérifient l’équation (de Laplace) 


du ®u 
nd ou 
350. Montrer que la fonction 


u = (x — at) + 1 (x + ai), 


où œ, w admettent des dérivées jusqu'au second ordre, vérifie 
l'équation 

Ou ) Ou 

at? ôx? ? 
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391. Trouver les dérivées et les différentielles du second ordre 
des fonctions composées suivantes (x, y sont des variables indé- 
pendantes) : 

a) u —f(E, n), E — ax, — Oy; 

bD)u—=f(&,n), EÉ-=xz+y, n—=1— 7. 

On suppose que f (£, n) admettent des dérivées jusqu’au second 
ordre compris par rapport à toutes les variables. 


$ 9. Plan tangent et normale à une surface 
(cf. [1], chapitre 8, $ 7) 


352. Ecrire l'équation du plan tangent et l’équation de la norma- 
le aux surfaces ci-dessous aux points indiqués: 
a) au paraboloïde de révolution u = x? + y? au point (1, 2, 5); 
2 
b) à la surface u — . — 


y? au point (2, —1, 1). 
$ 6. Formule de Taylor 
(cf. [1], chapitre 8, $ 10) 


393. Trouver les accroissements communiqués aux fonctions 
suivantes: 

a) u = x? — y? + xy, lorsque l’on passe des valeurs x — 1, 
y = 2 aux valeurs x = 1+h,y, =2+k; 

b) u = x°y, lorsque l’on passe de x = 1, y =1à x, = 1 +}, 
n=1+k. | 

354. Développer suivant la formule de Taylor au voisinage du 
point (0, 0) jusqu'aux termes du troisième ordre compris la fonction 


Î (x, y) = € sin y. 


355. Développer suivant la formule de Taylor au voisinage du 
point (1, —1) jusqu'aux termes du troisième ordre compris la fonc- 
tion 

f (x, y) = exp (x + y). 

356. Trouver la valeur du paramètre 6 figurant dans la formule 
de Lagrange pour les fonctions de deux variables suivantes (cf. [11], 
chapitre 8, $ 10): 

ste = (9 __.0 
1e) — 5 0) = (SE) an (4 — 20 + 
+ (2 


0 e 
Te ne (&e _ T3) (0 <0< 1) , 


a) f(x) = x? + x par rapport aux points æ° = (0, 0), æ — 


RE 9 9 
b) f (x) = x! + x3 par rapport aux mêmes points. 
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$ 7. Extrémums 
(cf. [1], chapitre 8, $ 13) 


Effectuer l'étude de la présence des extrémums pour les fonctions 
suivantes : 


357. z = (x — 2)? + 2y}. 398. z — (x — 2)? — 2y°. 
359. z — at + Ary — 2y?. 

360. z = af + y* — 2x? + 4xy — 2y?. 

361. u — 2? + y? + 72 — xy + x — 22. 


362. Etablir si les fonctions ci-dessous admettent un extrémum. 
Si c’est le cas, trouver sa valeur: 
1, OLr<1, 0Ky<i, 


a) 1 | 2(2—y), Ori, 1<y<2; 


2 
b) 2 (el, IyI<#). 


$ 8. Fonctions implicites. Extrémum lié 
(cf. [1], chapitre 8, $$ 15 à 17) 


363. Trouver les dérivées y!, y de la fonction implicite y (x) 
donnée par l’équation 


364. Trouver = et 2 si 
Ôx Ôy 
x COS y + y cos z + Z cos x = Î. 


365. F (x, y, z) — 0. Montrer que 
SPAS OV. 10 02. À 
dy Ôx 04 Ôr dy 
366. Les fonctions u, v des variables x, y sont définies sous forme 
implicite par le système d'équations 
z—œ{u, v) —0, 
y—"p(u, v)=0. 
ou ôu ôv ôv 


Trouver Gz ? FÉ x ? FE 
|“ @z ôZz …. à 
367. Trouver PDT Si T—UCOSV, y—uUSINV, Z— CU. 


368. Ecrire l’équation du plan tangent aux surfaces suivantes 
aux points indiqués : : 
a) 2? + 2y? + 37? — 21 au point (3, 0, 6); 


x? y? 2? ; à ; 
b) ++ =1 (cest un ellipsoïde) au point (t,, Yo, Zo). 
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369. Mener les plans tangents à la surface x? + 2y? + 3z? — 21 
et parallèles au plan x + 4y + 62 = 0. 

370. Ecrire les équations du plan tangent et de la normale à la 
surface Sxyz — z5 — a au point (0, a, —a). 

371. Trouver le rectangle de périmètre donné ! et dont l'aire 
soit maximale. 


372. Trouver les axes de l’ellipse 
O2? + 8xy + oy° — 9. 


373. Parmi tous les triangles de périmètre 2/ trouver celui dont 
l’aire est maximale. 


CHAPITRE 5 


SÉRIES 
(cf. [1], chapitre 9) 


$ 1. Séries numériques 
(cf. [1], chapitre 9, $ 9) 


374. En partant de la définition, établir la convergence des sé- 
ries ci-dessous et trouver leurs sommes: 


1. 1 1 1 | 
a) Lo onda feeds : 


1, 1 1 | 
b) stage TRrDaid te ; 


1 
9 2 FOUT 


n—= 
379. Montrer que la série harmonique 


rs 
n 


M3 


1 


est divergente, en utilisant le critère de convergence (non-convergen- 
ce) simultanée de l'intégrale et de la série et le critère de Cauchy. 
376. A l’aide du critère de convergence simultanée de l’intégrale 


et de la série, établir pour quelles valeurs de & > 0 la série », n« 


n=1 
converge. Montrer que 


N. . 
Sk=S +-O(n(N+1), N>2; (1) 


kR=1i 
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+ 
S%= >) —-O[(N+1) 4, 0<a<i, N>1; (2) 


R&= S = 0 (NS), a>1i, N>1. (3) 
k=N 


SOLUTION. Etant donné que la fonction f (x) = x7% (&œ => Ü) est à 
décroissance monotone vers zéro sur J0, cf pour x —+ oo, la série 


> k-% et l'intégrale impropre À x dx convergent ou divergent 


1 
simultanément. 


On sait que cette intégrale impropre converge pour & => 1 et 
diverge pour 0 << & < 1, ce qui signifie que la série à £-% converge 
elle aussi quand « >> Î et diverge pour 0<a< 1. 

Portons maintenant une estimation sur l’ordre de croissance de 
S+ (0 <a< 1). Soit « = 1. Alors 


dE N rie N i 
In(N+t= [LED | E<D Est (N>1); 
1 R=1 k kR=1 
ro N er N 1 
m(W+t= | 2 [ET 
1 kR=1 Rk k=1 
N+ ! l 
__ œil 
T2 F5 1457; 
=2 


d’où 
In (NW +1) Ski +In(WN+1)<2M(W+1), N>2. 


L'inégalité | S£ | & 2 In (NW + 1) sert justement de démonstration 
de la propriété (1). 
En utilisant l'égalité (0 < a« << 1) 


N+i N k+1 
QU) TE 4 ES dz 
1 —@ 1x | 7 œ — | Ta 
EE 


on obtient d’une façon analogue la relation (2). Signalons que les 
constantes contenues dans le symbole O (Ni-«) dépendent de a. 
Estimons maintenant le reste de RY (x => 1): 
1 A 
L 
nel 2 Jus 
N E=N À k=N 
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donc, la relation (3) a lieu. 
Signalons qu’en réalité notre démonstration est plus ample: 


1 
(x—41)N%- 1 


(o 4 Œ Â - 
SANS var: 


Etudier la convergence des séries ci-dessous en appliquant le cri- 
tère de comparaison et le critère d’indispensabilité: : 


À 3 n +1 
877.+e+... ++... 878, > MES 


n=1 k=—1 
380. a) >, In (1+—); b) S In (1+—) ; 
k=1 ki 


c) S (1—exp(—#)). 


k=1 
À l’aide du critère de d’' Alembert ou de Cauchy, effectuer l’étude 
de la FRANÉREONSe des séries suivantes : 


2k—1 4, 4 n? . n° 
> GA - DD sen Dies en D) ne 


k+1\À n 2n—1 
es, > (EE). 8e > () 
k=—1 n=1 
Etudier la convergence des séries ci-dessous au moyen du critère 
de la convergence (non-convergence) simultanée de l'intégrale et 
de la série : 


385. D —"—. 386. » 
k 


4 
nlun-ininn )kin°k 


(e >> 0). 
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388. Etudier la convergence des séries ayant comme terme 
général : 


A/n = 1/n 
V x dr ä sin x dx 
a) [Un — x? +1 ? ) Un — 1+zt 
‘ 0 


Etudier la convergence absolue et liée des hs suivantes : 


À | mi) SE CP 
389, 1—++<—,, + CUS... 390. > 


ne 
391. Montrer que la série > a,b, converge absolument si les 
É=1 


séries D'aË, D) bè convergent, 
k=1  ÉZ1 
$ 2. Séries de fonctions 
(cf. [1], chapitre 9, $$ 8, 9) 
392. Trouver le domaine de convergence des séries suivantes: 


a) 2 FL b) D, (— 1 +: 


n—=i 


c) à sin ne ; d) à 22. 


308. Effectuer l'étude de la convergence uniforme des suites ci- 
dessous : 


a) fn (x) — x 0<s<®; 


b fm =, 0Lr< Tr: 

C) fn @) = — a, 0<zr<i;: 

d\fhnt)=2t— 2", 0<z<1. 

394. S'assurer que les séries indiquées convergent uniformément 
sur l’axe Ox tout Rte 


. sin cos N 1 
a) > es b) > KE: C) D lin)" 
kR=0O n=1 


3995. En édit. La dérivation et l'intégration terme à terme, 
trouver la somme des séries suivantes : 


2? qn 
a) Tete.) ; 


SU ANR er 
C) 1 — 3x2 + 52 — ,.,. + (—1) 1 Qn — 1)at? +. 


64 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [CH. 6 


$ 3. Séries entières 
(cf. [1], chapitre 9, $$ 11, 12) 


396. Déterminer le rayon et l'intervalle de convergence des séries 
ci-dessous et étudier leur convergence aux points frontières de l’inter- 
valle de convergence : 


a) > Le ; b) > (nx)"; oc) > (n—1)37-1gn-t, 
n=1 n=1 n=2 


397. Ecrire les deux premiers termes différents de zéro du dévelop- 
pement en série suivant les puissances de x des fonctions suivantes: 
a) tgxz; b)thzx; oc) exp (cos x). 
398. Mettre sous forme de séries les intégrales suivantes : 
F0 


a) À exp(—{?)dt; b) SEStg 144 . 
0 
399. Calculer à 0,001 ee l'intégrale 
0,2 


0,1 
400. Développer suivant les puissances de (x + 2) la fonction e*. 


CHAPITRE 6 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
(cf. [2], chapitre 1) 


$ 1. Notions générales 
(cf. [2], chapitre 1, $$ 1, 2) 


401. Former les équations différentielles des familles de courbes 
suivantes : 

a) y + 2Cx; by=Cir+C,,; cy=Cce; 

d) x +y=C; ee) y = Cie* + Cie. 

402. Construire les isoclines des équations différentielles ci- 
dessous et donner les croquis des courbes intégrales correspondantes : 

a)y —=x; by —=1+y; oc) y — —x. 


$ 2. Equations du premier ordre 
(cf. [2], chapitre 1, $ 3) 


Résoudre les équations à variables séparables suivantes: 
403. xy dx + (x + 1) dy = 0. 


404. V” y2+1 dx —zxy dy = 0. 
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405. es (1+—À }=1. 406. y'— y? 22y. 


407. y = 3y3, y (2) — 0. 408. y’ cotg x + y = 2, y(0)=1. 

409. Indiquer les courbes toute tangente auxquelles coupe l’axe 
des abscisses en un point dont l’abscisse est égale à 2/3 de celle du 
point de tangence (fig. 20). 

410. Dans un réservoir, il y a 100 I de 
solution contenant 10 kg de sel. Un courant 
continu d’eau d'un débit de 5 l/mn parcourt 
le réservoir pour former un mélange homo- 
gène avec la solution qui s’y trouve. Le mé- 
lange ainsi obtenu est évacué au même débit. 
Quelle sera la quantité de sel dans le réservoir 
au bout d’une heure ? 

411. Au bout de 10 mn, la température 
d’uncorps passe de 100 à 60 °C, tandis que Fig. 20 
la température du milieu ambiant reste cons- 
tante et égale à 20 °C. Combien de temps faudra-t-il attendre pour 
que la température du corps arrive à 25 °C? 

Résoudre les équations ci-dessous qui se ramènent à la forme 


y'=a"tj | L | (1) 


T 


(pour à« = À, l'équation est homogène): 
412, (x + 2y) dr — x dy —0. INDICATION. Effectuer le change- 
ment y — x. 


413. (y? — 2xy) dx + x° dy — 0. 414. y? + x?y" — xyy.. 
415. x“dy — y?dx. 416. x*dy — (u2+ x) dx. 


417. x dy = (x cos? +27) dx. 


&18. Trouver la courbe la tangente à laquelle est distante de 
l’origine des coordonnées d’une grandeur égale au module de l’abscis- 
se du point de tangence. 


Une équation du type 
y +a(x)y + b (x) y = c (x) 


est appelée équation de Riccati. Dans le cas général, elle ne se résout 
pas par une quadrature. Certaines de ces équations sont de la for- 
me (1). 

Résoudre les équations de Riccati suivantes: 

419. 2?y" + xy + y? — 4. 
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N 


, 2 / a, 
420. à) 3y= —y?— +; b) y'= D ayhirt-t-ohs, 
i=1 
Résoudre les équations linéaires suivantes : 
421. y + 2y = 4x. 422. Ty" — 2y = 2x. 
423. x (y — y) = e*. 424. xy' ‘+ y = e*, y () = 1. 


425. y = x (y — xcosx). 426. (sin? y + x cotg y)y' = 1. 
Résoudre les équations de Bernoulli suivantes: 


427. y —=y*cosxz +ytgz. 428. gr 
429. 2y— 22 y —4y. 430. + pe, 
$ 3. Espaces métriques. Opérateurs contractants. 


Théorème d’existence de la solution d’une équation 
(cf. [2], chapitre 1, $$ 4 à 7) : 


431. Est-ce qu'un espace à n dimensions R, sera un espace métri- 


que si la distance entre les points æ = (x, . ..… En) €t y — 
— (y, +. ., Un) est définie par les égalités suivantes: 
a) p(, y)= max {rx}: 
1 ee. 
b _ 
rent ir 


432. Etablir si l’ensemble de toutes les fonctions continues défi- 
nies sur [a, b] constitue un espace métrique quand 


: 1/2 
pt, 8 =( [tfG)—e (ax) 


433. Soit 
_ fat, OZLzx<i/n, a>0, 
ACER An Lr<i. 


Indiquer les valeurs de & pour lesquelles la suite f, (x) converge vers 
zéro au sens de la métrique du n° 432. 
434. Est-ce que l’espace métrique M — [2, “8[ sera complet s’il 
est doté de la métrique p (x, y) = | x — y L? 
435. Dire si l’opérateur (la der F (x) = x? sera contractant : 
a) sur l’espace métrique complet M — [—1/3, 1/3]; 
b) sur l’espace métrique complet M = [—1, 1]. 
Dans les deux cas ci-dessus, la métrique est op (x, y) = | x — y |. 
436. Construire une suite itérée pour l'opérateur F (x) — 
Sr A 
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437. a) Trouver les points fixes de l'opérateur F (x) — 1/(1 + x) 
sur 1/2, 1]. Est-ce que l'opérateur F (x) sera contractant sur [1/2, 1]? 

b) Soit F (x) (x = (x,, x,)) un opérateur qui dans l’espace métri- 
que à deux dimensions À, est soumis à la loi 


. F (x) = (2, —T2) 


(c'est une isométrie négative par rapport à l’axe x, = 0). Indiquer 
les points fixes de cet opérateur. 

c) Soit F (x) — (x, x;), x € R,. Trouver les points du plan R, 
qui sont des points fixes de l'opérateur F (x). 

438, En s'appuyant sur le théorème d’existence de la solution 
d'une équation différentielle, indiquer l'intervalle [x, — 6, x, + ô] 
dans lequel l’existence de la solution de l'équation 


y — f(x, y) 
sera garantie Si: 
a) Æo = 1, Yo = y (A) = 2, f(x,y) — 2xy? sur l'ensemble 


pit Ha 
 Ulyg—21< 1=0f 


b) x, = 0, y, = y (0) = 1, f (x, y) — 2xy? sur l’ensemble 


D=| Ix| <V92/4= a | 
Jy—11< 1-0 | 
439, Trouver la valeur approchée de y (1) pour l'équation 


,_ 1 
y ty, y(0)=1, 


en utilisant la méthode d’Euler. Adopter comme pas de calcul 
h:=0;1. 

440. À l’aide de la méthode d'Euler, trouver la valeur approchée 
de y (2) pour l'équation y = x + y si y (1) — 1. Adopter comme 
pas de calcul h — 0,1. 


$ 4. Equations non résolues par rapport à la dérivée. 
Solutions singulières 
(cf. [2], chapitre 1, $$ 8 à 10) 


441. Trouver toutes les solutions des équations ci-dessous. Met- 
tre en évidence les solutions singulières (s’il. y en a) et représenter 
graphiquement les résultats obtenus: 

a) y? — y" —0; b) y° — 4y° = 0; 

cg y*+1)=1; d) y? = 4y A — y); 

e) ay — 2yy +z 0: À) y (ay — y} = y — 2xy'. 
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442, Résoudre les équations ci-dessous par la méthode d’intro- 
duction d’un paramètre : 

a) z=y8+y; b)y=y?2+9y8; c) z=yVI+Y? 

443. Une équation de la forme 

y = xp (y') + (y), 

où œ, Ÿ représentent certaines fonctions, est appelée équation de 
Lagrange. En particulier, si @ (y') = y’, on a affaire à l’ainsi appelée 
équation de Clairaut. Ces équations peuvent également être résolues 
en introduisant un paramètre: 


y =p, dy =pdx; y = x (p) + (p); 
dy = @ (p) dx + xp" (p) dp + Ÿ’ (p) dp, 


ou, compte tenu du fait que dy = p dx, on obtient 


[pb — p (p)l dx = [xo" (p) + ° (p)] dp. 
Cette dernière équation est linéaire par rapport à x et nous pouvons 
la résoudre (si p = ® (p)): 


z = Cf (p) + gp), 


où f, g sont des fonctions connues. Le système 


Luis + 8 (D), 
y =x@p (p) + (p) 


donne la solution cherchée sous forme paramétrique. 
Mais si p = œ (p) (dans ce cas, il s’agit de l’équation de Clairaut), 
alors 


Lx" (p) + vw’ (p)] dp — 0, 
d’où 


4) dd =0, p=C et y = xp (C) + ÿ (C) = xC + (C) est la 
solution générale de l'équation de Lagrange (de Clairaut). C'est 
une famille de droites. Formellement, la solution générale s'obtient 
en substituant à y’ dans l'équation une constante arbitraire C ; 

2) xp’ (p) + vd’ (p) = 0. Alors, on élimine le paramètre p dans 
e système 


Eater 
O= xp" (p) + (p) 


et l’on obtient y — % (x). Si cette fonction représente la solution de 
l'équation de Lagrange et que l’unicité de la solution est violée, il 


s’agit d’une solution singulière de l'équation de Lagrange (de Clai- 
raut). 
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444. Résoudre l'équation de Clairaut 


445. Résoudre l’équation 


y=ay +V1Ly2. 


$ 5. Réduction de l’ordre d’une équation différentielle 
(cf. [2], chapitre 1, $ 14) 


446, Résoudre les équations suivantes: 

a) y” = Cos x; b) y” = x. 

Résoudre les tion suivantes : 

"EAT, ay" = y. 448. y" = 2 (y” — À) cotg x. 
449, y" — y”. 450. ' — 2yy'. 

451. xy" — 2yy — y’. 452. yy" + y'? = 1. 


$ 6. Equations linéaires à coefficients constants 
(cf. [2], chapitre 1, $ 16) 


Résoudre les équations suivantes: 

458. y" — 2y" — 3y — 0. 459. y" — 9y" + 6y° — 
460. y — y — 0. 461. y” — oÿ” + " — 
462. à) y® +2" + y —=0; b) y” + 3y — 4y = 0. 
463. Montrer que le déterminant de Wronski 


CE (t) +. Un (t) 
WW ee pie NO RO 
ytn—1) CE yon 1)(#) 


du système de solutions y, (t), . .., y, (t) de l’équation 


YO (E) + pa (E) y (8) +... + pa (6) y (t) = 0 


69 


0. 
4&y =0. 


à coefficients continus p, (t), . .., PA (t) sur la, bl vérifie l’équation 


dwW 
= — pa(t) W(#). 
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Nous sommes en présence d’une équation à variables séparables. 


En l’intégrant dans les limites de x, à x, on obtient 


WE. = — | p:() dt, 


x 


Cm À © 


W (x) =W (x) exp ( — | p, (#) dt) 


le: 
© 


Cette dernière formule est appelée formule d'Ostrogradski-Liouville. 
Elle montre en outre que si W (x,) = 0, le déterminant de Wronski 
n'est pas nul en tous les points de l'intervalle la, bl. Dans ce cas, 
on sait que les solutions y, (ft), . . ., y, (t) sont linéairement indé- 
pendantes sur Ja, bl. 

INDICATION. Cf. n° 86. Utiliser le fait que 


Yo ()= — pa) y D ()— ...— pat) yr () (k=1, ..., n). 
464, Résoudre les équations à second membre suivantes : 


y" — 9y + 8y — 4y = f (x), 
où 
a) f (x) = 26%; b) f (x) — 4e*; c) f (x) = 3e. 
465. Trouver les solutions particulières des équations suivantes: 


yO + 2y + y = f(x), 
où 
a) f (x) = e* : b) f (x) = sin x; 
c) f (x) = sin x + cosx; d) f (x) — sin 2x. 
466. Résoudre l'équation y" + 2y' — 3y = sin x. 
467. Indiquer la forme sous laquelle se présentent les solutions 


\ 


particulières des équations à second membre suivantes: 


y" — sy + 6y = f (x), 


(œ) = e"; b) f (x) = ze"; c) f(x) =sinx; 


à , (x) = fe” ; e) f(x) = 2*+x+1; f) f (x) = ze” sin x. 


$ 7. Equation d’Euler. Equations à coefficients variables 
(cf. [2], chapitre 1, $$ 15, 16) 


468. Parmi les systèmes de fonctions indiqués ci-dessous établir 
ceux qui sont linéairement indépendants sur [0, 1]: 

a) 1, sin? x, cos 2x; b) 4 — x, 2x + 3, 6x +8; 

c) zx +2, (x +2); d) A8 et, 
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469. Résoudre les équations d’Euler ci-dessous : 

a) 2°y" — 4xy + 6y = 0;  b) x?y" — 3xy" + 3y = 0; 
C) 2°y” — 3xy" + 4y —0; d) x°y" — 2y = 0. 

470. Résoudre l’équation 


\ 


cg" + ay + (a) y=0 


(c'est un cas particulier de l'équation de Bessel pour v — 1/4; cf. [2], 
chapitre 1, $ 24). 

SOLUTION. Effectuons le changement y —« (x) z et choisissons 
la fonction « (x) de façon à éliminer le terme contenant la dérivée 
première z'. On obtient 


ET y'=a'z+az, y"—x"z+2x'z + az"; 
œ 
x?az" + z'[2a'x + ax] +2 [ar + ax + ax? — + | = 0: 
3 


{ RU 


1 " 
ET ==, Or —— 
2x V x 4x? V/ x ? 


on ; o Œ. :. :& 
LC + Ta + LA — — = —— 
4 V x . 


2a' +0, a— Ve 


Finalement, on a 


La dernière équation est à coefficients constants et admet comme 
solution générale 


z = C, cos x + C, sin x. 


La solution générale de l’équation initiale sera 


== (Cicosxz+C;,sin x). 


471. Résoudre l'équation 
y" — 2xy" + x°y = 0. 
INDICATION. Cf. n° 470: œ (x) — exp (x°/2). 


472. Résoudre l'équation 2°y" + xy' — y = f (x), où 
a) f(x;  b) f(x) = x". 
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$S 8. Méthode de variation des constantes 
(cf. [2], chapitre 1, $ 17) 


473. Résoudre les équations suivantes: 


dre VE) v(2)-0: 


b) y"+äy=2igz; c) y"+y'— 


re 1 
d) y"+2y +y=-er. 


COSx ” 


$ 9. Systèmes d'équations différentielles 
(cf. [2], chapitre 4, $$S 19 à 22) 


474. Résoudre les systèmes ci-dessous en les réduisant à une 
seule équation différentielle : 


Op 47 4x, dy 
) dx b) dx. 
° D y 7 72 LES 
TBE ds. dx 
dz 
( ——y—Z —=0, 
| dt ; - B 31, 
c) | —z+ #3 —0, à) 
. bye 
| dz Hid 
Re 


475. Résoudre les systèmes homogènes ci-dessous sans les réduire 
à une seule équation différentielle : 


a) Cas b) FOR 

Yo = 3ÿ4 + Aa ; y=y—4x; 

;  . 

CEE 2 (DV ( 

Du D | yE—z(), 
… = —y— 92: 


z(t) = x (t). 
476. Résoudre les systèmes à second membre suivants: 


2) DU b) te 
y=y— Az tt; y—=x— Ay+ et. 
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$ 10. Résolution des équations à l’aide 
des séries entières 
(cf. [2], chapitre {, $ 24) 


TOATT. y + y — ay =0, y (0) —2, y DT: 
__ 478. y" + ay = 0, y (0) = À, y" (0) — 
” SOLUTION. On Chchôra de trouver la re y (x) en tant qu’une 
série entière de la forme 


y (x) = ao + at + ar? +. 


Après avoir trouvé y’, y”, xy et effectué les substitutions correspon- 
dantes dans l’équation, on obtiendra une série de relations reliant 
les coefficients a; (a, = 1, a, = 0) d’où l’on tirera les valeurs de 
ces derniers. 

Toutefois, le raisonnement peut suivre un autre chemin: une 
série entière est en même temps une série de Taylor de la fonction 
y (x), ce qui nous permet d'écrire 


y (2) = y (0) + y (O0) x + SO ge BOL 


Les valeurs y (0) = 1, y’ (0) — O sont connues en tant que condi- 
tions initiales. Les valeurs des autres dérivées de la solution y (x) 
au point x = 0 peuvent être trouvées à l’aide de l’équation diffé- 
rentielle. De cette dernière, on tire y” (0) — —0:y (0) — 0. En déri- 
vant l'équation, on obtient 
y" + y + xy' = 0, 
d’où 
y" (0) = —y (0) = —1. 


D'une façon analogue, 


y® + 2y Lay" = 0, y (0) = —2y" (0) —0, 
y® + 3y" + y" = 0, y® (0) — — 3y" (0) —0, 
y{6) — 4y" se zy®) = 0, y(6) (0) er 4y" (0) — 4, 


En substituant la valeur de y(® (0), on aboutit à 


14 La 7 
pe) = 1 2 


a+, 


74 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [CH. 6 


La série ainsi obtenue converge uniformément et d’une façon absolue 
sur l’axe tout entier. 

479, y" + ye* —= 0, y (0) = 2, y’ (0) = 1. 

480. y = y + xe, y (0) = 0. Trouver les trois premiers ter- 
mes de la série. 


$ 11. Stabilité au sens de Liapounov 
(cf. [2], chapitre 1, $$ 25, 26) 


481. Etudier la stabilité des solutions triviales des systèmes ci- 
dessous à l’aide de la fonction de Liapounov : 


Ps re 
À di s {° FU 


y=æt— y; yr= —2æ—ÿ +; 
ORNE: 
c) 4. 
y=xt+y. 


REMARQUE. S'il y a une fonction v (x, y) telle que dans un voisi- 
nage suffisamment petit de l’origine des coordonnées il existe un 
domaine où v > 0, de plus v — 0 sur une partie de la frontière de 

À dv ôv dx dv dy : 
ce domaine (v > 0) et PAS Dour à dans le domaine 
v >> 0, alors le point de repos est instable (théorème de Tchétaev). 

482. Etudier la stabilité des solutions triviales des systèmes à 

matrice symétrique suivants: 


— 
2) d UE SES ( re 


Yy=XT—y; y=— —2x + Ay; 
Eee 
C) 4. 
y = 2T + 8y. 


483. Etudier la stabilité des systèmes suivants: 


: es b) sb c) ( 


y=2r+y; y= —61—5y; y=2x— y: 
x = —9 — 54, t=x : 

o { 1 o € LL 
y = 2x + 2y; y = y: 
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CHAPITRE 7 


INTÉGRALES MULTIPLES 
(cf. [2], chapitre 2) 


$ 1. Intégrales fonctions d’un paramètre 
(cf. [2], chapitre 2, $ 4) 
484. Trouver le domaine de définition de la fonction 


2m. 
F(x)— | EE dy. 


HL/ 


(Il s'agit des valeurs de x pour lesquelles l'intégrale existe.) 
Etudier la continuité et la différentiabilité de cette fonction. 
485. En s'appuyant sur l'égalité 


calculer l'intégrale 


dx 
(x? a?) * 
0 


486. Calculer la dérivée F’(x) si: 


x2 


a) F(D= es dy; b) F(D= | ECM qu (3>0); 


Om À 


c) F(x)= | f(u+x, y--2) dy, 


où f (4, v) est une fonction continue de même que sa dérivée par- 
tielle f,. 
487. Trouver l'intégrale de la fonction # (x) sur [0, 11 si: 


1 t 
a) F(a)= À (y—25) dy; b) F(a)= | (e+3) dy. 


X 
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$ 2. Intégrales multiples 
(cf. [2], chapitre 2, $$ 1 à 5) 


Calculer les intégrales doubles suivantes: 

488. \ | es ,où D={3<r<4, 1<y<2}. 
D 

ÿ—A<LT<5 | 


289. | 2y) dz dy, où D= | 
[I te+ y) dx dy, où eyes 


ess 


490. | | rtsin? dr do, où D = | 
BL MEANS — n/2<Lp<x/2 


Dessiner les domaines d’intégration et inverser l’ordre d’inté- 


gration pour les intégrales doubles suivantes: 


2 2— y 
491. I— \ay | f(æ, y) dz. 
—6 (y la 
8 1 
492. 1 | dx x, y) dy. 
0 jf 
2 x 1 x? 
493. I — | dx | f(e y)dy. 494. 1= | af y) dy 
1 ie 0 x 
VE Vs 
495, I — | dy Î (x, y) dx. 
Ô y2/2c? 


Inverser l’ordre d'intégration et trouver les intégrales doubles 


suivantes : 


2 = 
(x + y?) dy + | de | (x + y?) dy. 
1 0 


Q 
8 


Calculer les intégrales triples suivantes : 


a Là 
298. | az | dy |(æ-+y+2)ds. 499. | dx | dy | ayzdz. 
0 0 Ô 0 0 Ù 
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à 
900. | az Î | zyz dx dy, D={r+p L4, 20, y>0}. 

û D 
501. Indiquer les limites d’intégration de l'intégrale triple 


[TI f(x, y, 2) dx dy dz, 
L 


où : 

a) V est la parte commune du paraboloïde 2az > x? + y? et de 
la sphère 2°? + y? + 7? < 3a? (a > 0); 

b) V est. la partie commune des sphères x? + y? + 7° LR? et 
x? + y? + 3? L 2Rz. 


& 3. Changement de variables d’une intégrale multiple 
(cf. [2], chapitre 2, $$ 6 à 10) 


502. Passer aux coordonnées polaires et calculer l'intégrale 
double 


| | Va? — 12 — y? dx dy, 
s 


où S — {22 + y La, y > 0}. 
503. Calculer l'intégrale triple 


1 Fe “ ) dz dy dz, 
Ÿ 


où V est l’ellipsoïde 


2 2 2 
T y ÿ y 2° 
TT a Si 


504. 'Calculeril’intégrale double 


Va—xs 


| ar V'x2+ y? dy. 
0 


505. Calculer l'intégrale double 


NA: 


où S'est l'ellipse © .. 1 
a D 


x dy, 
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506. Passer aux coordonnées sphériques et calculer l'intégrale 
( | | V 225 y? 22 dx dy dz, 
| 


où V est une sphère de rayon À centrée en l’origine des coordonnées. 
507. Passer aux coordonnées cylindriques et calculer l’intégrale 


2 V'2x- x? a 
1= | dx | dy | 2V + ds. 
0 0 0 


508. Calculer l'intégrale double 


| Àer +9 VE dx dy, 


où S est un disque de rayon À centré en l’origine des coordonnées. 


$ 4. Application des intégrales multiples 
(cf. [2], chapitre 2, $$ 11, 12) 


509. Calculer l’aire de la figure bornée par les paraboles 


y? = 10x + 25, y? = —6r +9 


et exécuter le dessin correspondant. 
910. Dessiner le corps dont le volume V est donné par l’intégra- 
le double 


1—x 


| de | (1—x—y) dy 
0 0 


et calculer ce volume. 

911. Trouver le volume V du corps borné par le cylindre x° + 
+ 3% = a? et par les plans y —0, z —0, y — x. Exécuter le dessin 
correspondant. 

912. Calculer le volume V de la partie du cylindre x? + y? — 
— 2ax comprise entre le paraboloïde x? + y? — 2az et le plan z — 0. 
Exécuter le dessin correspondant. 

913. Trouver l'aire de la partie du plan 


T 


y Z 
Le LL — — 
a bb ‘ oc 1 


disposée dans le 1° octant (x > 0, y > 0, z >> 0). 
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514. Trouver l'aire de la partie de la surface de la sphère x° + 
+ y? + 3? — a? découpée par le cylindre elliptique 

2 2 
+1 (b<a). 

515. Trouver le centre de gravité de la moitié supérieure de l’el- 

lipse 
: ÿ2 y? 

D={+h<1y>0}, 


en supposant que celle-ci est remplie d'une masse de densité p = 1. 


916. Trouver les volumes: 
a) du corps engendré par la rotation de la moitié de l’ellipse D 


(cf. n° 515) autour de l’axe Oz; 
b),/de l’ellipsoïde 


917. On sait que dans l’hémisphère 
Q = {rx ty +2<La, 220} 
la densité de la masse est répartie proportionnellement à la distance 
des points au centre de la sphère: o (x, y, 2) —c V a? + y? + 72. 
Trouver le centre de gravité de ce corps. 


ve 0 2 


Fig. 22 


Fig. 21 


918. Trouver le centre de gravité de la figure de masse homogène 


représentée sur la figure 21 
S = {0LyLa—- a, —2Lx<L2}. 


519. Trouver le volume du corps engendré par la rotation du 


trapèze curviligne S (cf. n° 518) autour de l’axe Ox. 
920. Trouver le moment d'inertie d’un cylindre de masse homo- 


gène, de hauteur h et dont la base est de rayon a par rapport à un 
axe qui se confond avec le diamètre de sa base. 
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SOLUTION. Admettons que l’axe Oz est dirigé suivant l'axe du 
cylindre, que la base de celui-ci se situe dans le plan z = 0 et que 
le centre de la base se confond avec l’origine des coordonnées. Le 
moment d'inertie sera calculé par rapport à l’axe Oy (c'est-à-dire 
par rapport aux plans x = 0, z = 0) (fig. 22): 

12 | (22422) dx dy dz, 
G 
où G est le cylindre considéré. En calculant l'intégrale, on obtient 
a V a2=x® h 
12, \dx dy | (x? + 22) dz = 
_ 0 


, 
= V'a?—x° 


= an | V a2— x? (a+ —) dx =(x—asint)— 
0 
11/2 , 
— 4a?h | cos2t | a? sin?i+ ——) dt — 
0 


t/2 71/2 

” 4 __ Los? 2 

72) {e2 1 2t dt ++ | Rs dt} — 
0 


S 


= (3a2-L 4h?). 


$ 5. Intégrales impropres 
(cf. [21, chapitre 2, $ 13) 


921. Calculer les intégrales suivantes: 


T dx dy Te dx dy , 
\laratnr d |: 
C) | |avexp(— 219 dx dy. 


En trectaant la dérivation par rapport à un paramètre, calculer 
les intégrales suivantes : 


522. _ 
zex 


de = F (y) YU —1). 


da F(y) Y>0, 


S {] INTÉGRALES CURVILIGNES DE PREMIÈRE ESPÈCE 81 


524. En s'appuyant sur l'égalité 
1 


ee ” 
|ade= A (y> — 1), 


calculer 


In x 


Esp 
(dr (B>—1 a>—1). 
0 
525. Etudier la convergence de l'intégrale impropre 


| | In V zx2+y? dx dy, 
s 
où S est le disque x? + y°< 1. 
526. ne la convergence uniforme des intégrales suivantes: 
a) F(y) = f cos COS ay 3 (— 


Az œ <L y< 00) ; 


b) F(y)= | V y exp(—yr?)dx (0<y< ©) 


CHAPITRE 8 


ANALYSE VECTORIELLE 
(cf. [2], chapitre 3) 


$ 1. Intégrales curvilignes de première espèce 
(cf. [2], chapitre 3, $ 2) 


Calculer les intégrales curvilignes suivantes : 

597. — , où [' est le segment de droite reliant les points 
D 

— (0, —2) et B = (4, 0). 

928. | xy ds, où [' est le contour du triangle de sommets À — 
rl 

= (—1, O0), B = (1, 0), € = (0, 1). 


SOLUTION. Les équations des droites AB, BC, AC (fig. 23) s'écri- 
vent respectivement : y = 0,x+y—=1Â,y—x—=t1. 


| xy ds — 0 ; 


AB 
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1 
| xy ds — | zyds= | z(1—2) V2 de=V 2/6; 


BC CB 0 
0 
| zy ds — | zy ds= | z(1--2)V 2 dx = —V 2/6; 
CA Àc “4 
| zyds— j...+ | es | 0 
T ÀB ÉC ÊA 


529. | zyds, où [l'est le contour du rectangle de sommets 


A=(0, 0), B=\(4, 0), C=(4, 2), D — (0, 2). 
030. | zy ds, où l'est la partie d'’ellipse disposée dans le I 
T 


2 2 
quadrant T 1, z>0, y > 0. 


931. | yds, où l'est la partie de la parabole y—92V x quise 


T 
trouve dans le demi-plan supérieur (0 < x < 1). 
932. Î (x — y) ds, où Fest le cercle x2+ y?—2ax. 


Î 

533. Trouver la masse m de la partie de l’ellipse x = a cost, 

y = b sin t disposée dans le I quadrant si l’on sait qu’en chacun 
de ses points la densité est égale à l’ordonnée de ce point. 


Fig. 23 Fig. 24 


534. Trouver l'aire S de la surface latérale du cylindre paraboli- 
que y — + bornée par les plans z2—0,zx—0,2—x,y = 6. 
SOLUTION. Du point de vue géométrique, l'intégrale curviligne 
[fe y) ds, 


r 
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où f (x, y) > 0, peut être interprétée en tant que l’aire d’une surface 
cylindrique dont la génératrice est parallèle à l’axe Oz, la base se: 
confond avec le contour d'intégration l' et les hauteurs sont données: 
par les valeurs de la fonction f (x, y). Ainsi, l'aire cherchée (fig. 24} 
sera 


te 


où [est la partie de la parabole y = (0< x < 4). Les calculs 
donnent 


a —  _— k 


S— z /1+(Èx)" dr À | V 16 + 972 d (16 -+ Yr?) — 
0 


0 


1 3/2 [* _16 10 
= 75 (16 + 9°) =57 (40 V 10 1). 


539. Trouver l’aire de la surface latérale d’un cylindre à base: 
circulaire disposée sous la première spire de l’hélice x = a cost, 
y = asint, z = bt (0 Lt< 2n) et au-dessus du plan 3 — 0. 

936. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la demi- 
arche de cycloïde de masse homogène 


z=a(t—sint),, y—=afl—cost) VOLE nr). 


937. Trouver le moment d'inertie par rapport à l’axe Oz (par 
rapport aux plans x = 0, y — 0) de la première spire l de l’hélice 


Z = à COS ty = asint, ZzZ=bt (0<Li<2n). 


$ 2. Intégrale d’un vecteur le long d’une courbe 
(cf. [2], chapitre 3, $ 3) 


538. Calculer l'intégrale curviligne de deuxième espèce 


À de + 2 dy 


où Fest la demi-ellipse supérieure x = a cos t,y — b sin t parcou- 
rue dans le sens horaire (fig. 25). 

SOLUTION. Lorsque le point décrit la courbe l dans le sens indi- 
qué, le paramètre £ varie de x à 0. 

Pour cette raison, 


0 


| (y® dx + x? dy) — { [b2sin?2#(—asin ft) +a?cos?t.bcos t] dt — 
T ñ 
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2 ne = 


x 


= ab | [b sinÿt—acos* it] dt— 
0 


| 


TH ELA 
dus ln b(1—cos?i) dcost “*] a (1— sin?t) d'sint | =+ abt. 


539. Calculer 


ET7 


T 


où L' est le contour du triangle formé par les axes de coordonnées 


et La droite x + y = 2 parcouru dans le sens positif (direct), c’est-à- 
dire dans le sens antihoraire. 


540. Calculer l'intégrale 


| (y dx + 21 dy, 
Fr 


où: a) L'est l'arc de la parabole y — 4 — x? disposé dans le demi- 
plan supérieur et parcouru dans Île sens horaire ; b) l'est la ligne po- 


Fig. 25 Fig. 26 


lygonale qui relie les points (—2,0), (0, 4), (2, 0); c) l'est le segment 
[—2, 2] de l’axe Oz. 
541. Calculer l'intégrale 


| (x dy + y dx), 


rl 


où : a) L'est l’arc de la parabole y — V x; b) T est un segment de 
droite ; c) l'est l'arc de la parabole y = x? qui relie les points (0, 0) 
et (4, 4) dans le sens indiqué par les ilèches (fig. 26). 
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$ 3. Potentiel. Rotationnel d’un vecteur 
(cf. [2], chapitre 3, $ 4) 


542. Trouver le gradient de la fonction 
u = 2? + 2y? + 37? + xy — Gz. 
043. Indiquer les points de l’espace où le gradient du champ 
u = 23 + y 28 Sryz 


est : a) perpendiculaire à l'axe Oz; b) égal à zéro. 

544. Trouver le rotationnel du vecteur a = {x, y, z}, c'est-à-dire 
du rayon vecteur du point (x, y, z). 

545. Trouver le rotationnel du vecteur a — {2 + y, x, y}. 

546. Etablir si les potentiels de champ vectoriel 

a)a=i+yj+rk, b) a = yzi + xzj + xyk, 

c) a = zi + xzj + xyk existent dans l’espace R, tout entier. 

547. Trouver la fonction potentielle du vecteur a — {x*°, y?, 7°} 
dans l’espace R:. 

SOLUTION. Le rotationnel du vecteur a est nul dans l’espace À. 
De plus, l’espace R, représente un domaine simplement connexe. 
Pour cette raison, le potentiel du vec- 


teur a existe et on le trouve d’après la z 
formule (x, y,2) 
y 
Ut, y, = \(Pdr+Qdy+Ra, C7} 
D ri 
où comme courbe l'on peut adopter la + 


ligne polygonale représentée sur la figu- 
re 27 et qui relie les points (0, O, O), 
(x, 0, 0), (x, y, 0), (x, y, 2). Dans ce cas, Fig. 27 
l'intégrale de deuxième espèce ne dépend 8: 
pas du chemin d'intégration. Les calculs donnent 


X 


U (x, y, 2) = (a+ +2). 


$ 4. Equations différentielles du premier ordre 
aux différentielles totales 
(cf. [2], chapitre 8, $ 5) 


948. Parmi les équations ci-dessous, indiquer celles qui sont aux 
différentielles totales : 
a) (2x + 9y) dx + (3x — 4y) dy = 0, 


b) ar ed c) (2— y) dx + x dy —0. 
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Résoudre les équations suivantes: 

549. (2x + 3x°y) dx + (x° — 3y°) dy = - 0, 
090. 2xy dx + (x? — y?) dy = 0. 

551. e* dx — (2y + xe?) Fa = (. 

552. TE de — EU dy — 0. 


993. yz dr + xz dy + xy dz = 0. 
554. (x + 2) dy + (y + 2) dx + (x + y) dz = 0. 
999. 2xy dx + (x? + 2?) dy + 2yz dz = 0. 


$ 5. Formule de Green 
(cf. [2], chapitre 3, $ 7) 


Transformer les intégrales curvilignes ci-dessous prises le long 
des contours fermés T (l’orientation est positive) en intégrales dou- 
bles étendues aux domaines @ bornés par ces contours: 


556. À ((A— 22) y dx + x (1 + y?) dy). 


T 
297. | ((e*Y + 2x cos y) dx + (e°Ÿ — x? sin y) dy). 
T 


558. Calculer | ((xy +x+y) dr +(xy+x—y) dy), où FL est 
T 


l’ellipse _ +4 — 1; 
559. Calculer la différence des intégrales 


L= | (a+ y) de — (sy) dy), 


T1 


1= | (æ+udr—(2—y) dy), 


Te 


où F, est l'arc de la parabole y — 2°, alors 
Fig. 28 que l, est le segment de droite qui relie les 
points (0, 0), (4, 1). 
560. Calculer l'intégrale 


À (— 2?y dx + xy? dy), 
T 
où [est le cercle 
x + y? = R? 
d'orientation positive. 
561. Trouver l'aire de la figure Q bornée par l’astroïde (fig. 28) 


zx =acost{t, y —= asint. 
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962. Montrer que le travail effectué par la force a = {2xy, x°} 
qui déplace un point de masse m ne dépend que des positions initia- 
le et finale de ce point et que la configuration du chemin parcouru 
n’a aucune importance. Calculer le travail À accompli lorsque le 
point passe du point ({, 1) au point (2, 5). 


$ 6. Intégrale de surface de première espèce 
(cf. [2], chapitre 2, $ 11, chapitre 3, $ 8) 
563. Si une surface est définie sous forme paramétrique 
z=x{u, v), y =yl{u, v), z—=72(u, v) 
ou sous forme vectorielle 
r (u, v) = zx (u, v)i +yu, v)j +z(u, v\k, 


où (u, u) € Q, et les fonctions x, y, z admettent des dérivées partielles 
continues sur l’adhérence @, alors l’aire S de cette surface est donnée 
par l’intégrale double 


_ [| V'EG— F3 du dv se Viral, (rs, 7,)idu dv, 


0x \2 ‘ôy \3 ôz \2 
=, Dm | PRES PSE 
E = ral =(+) + (+) +(+) ’ 
æ},(uhi(æ) 
me.) +(+ + ôv ? 
_ Ôx Ôx 0y  Ôy 0z 02 
PR on Co 2? 


En effet, on sait (cf. [2], chapitre 2, $ 11) que 


S —= | { lr, x r,| du dv, 


Fe) 
mais 
7j Kk 
de dy 
ru XF —| ôu Ou ôu|, 
de, dy 6 
ôv  Ôôv  ôv 
donc 
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La formule cherchée s'obtient en développant les jacobiens figu- 
rant sous le signe du radical, en les élevant à la puissance 2 et en 
effectuant toutes les transformations algébriques nécessaires. 

Cette formule de calcul des aires est particulièrement commode à 
utiliser lorsque les vecteurs r, et r, sont oïthogonaux ((r,,r,) — 0). 

Dans ce cas, 


S — À | lrl-|r,] du dv. 


Q 
Trouver l’aire de la surface 
ZT —=uUCOSV, y —usinv, Z — À4v, 
Ou, 0OLv< nr. 


Dans ce cas, 
ru —= (cos v, sin v, O), ry = (—u sin v, u cos v, 4); 
Fr, r)=0, ImF=1, Ir, Pl =16+u. 
Ainsi, 
I 3 
s— | [ 1. T6 ui du do = | dv Î V T6 uè du = 
0 


Q 0 
3 


za [VTruidu=n[#V16+u+8im(u+ 16) | — 
(9) 


= + (15+ 16 In?). 


964. Calculer l'intégrale | (x2+ y?) dS, où S est la sphère 
+ y +2 = a. . 

565. Trouver la masse de la partie de la sphère x? + y? + 7? — 
— «d? qui occupe le [* octant (x > 0, y > 0, z > 0) si l’on sait que 
la répartition de la densité des masses dans cette sphère est donnée 
par l'expression V x? + y?. 


566. Calculer l’intégrale | 245, où S représente la partie de 
surface d’hélicoïde 


T=uUCOSV, y=usinv, 2=v0 (0OLu<La, 0OLv< ?2n). 
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$ 7. Flux d’un vecteur à travers une surface 
orientée (intégrale de surface de deuxième espèce) 
(cf. [2], chapitre 3, $ 12) 


Le flux du vecteur a = (P, Q, R) à travers la surface orientée S* 


{ (a, AS*) — À (a, n)dS — 
S* S 


— | (P cos(n, x) +Qcos(n, y)+Rcos(n, z))dS 
5 


est donné par une intégrale de surface de première espèce du produit 
scalaire (a, n), où n est la normale unitaire à S* qui définit son orien- 
tation. 

Si la surface est donnée par l’équation 


ru, v)=zru, v)i+ylu, v)j +z(u, v)k  ((u, v) € Q), 
alors 
_ …. ru X lo 
dS = |r, x r,| du dv, Re en |? 
et 


| (a, dS*) — + | (a, ru X rs) du du. 


S* Q 


On voit donc qu'aux différents côtés de la surface S on met en. 
correspondance des intégrales de surface de deuxième espèce du vec-- 
teur a, qui diffèrent par leur signe. 

Si la surface S est donnée par une équation implicite F (x, y, z) = 
— 0, les cosinus directeurs de la normale sont définis par les for- 
mules 


0F 


-0F 0F 
cos (7, 2)=%/D, cos (n, y)=— </D, cos (n, 2) =D, 


=! 


où! 
D= + |gradF|—+Y Fi+ Fi+rFi, 
Le signe du radical dépend du côté de la surface S que l’on considère. 


L'intégrale de surface de deuxième espèce est aussi désignée par: 
le symbole 


| (a, dS*) — | (P dy dz+ Q dx dz+ R dx dy). 


S* S* 
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Cette écriture est commode lorsque la surface est donnée sous forme 
explicite. Si la surface S est définie simultanément par les équations 


T = fi (y, z), (y; z) € QG; 

y = f(x, 2), (x, 2) EG, ; 

z = fa(r, y), (&, y) EG, 
alors 


(P dy dz-+ Q dx dz + R dx dy) — 
S* 


=+ |] P (hu, 9, y, D dydræ | | Q(a, hate, 2),2), dr di + 


Q2 
LH [TR y, f(a, u)) dr dy, 
Q3 


où le signe est choisi en fonction de l’orientation de la surface (par 
exemple, la première intégrale est dotée du signe + ou — en fonc- 
tion de l’angle aigu ou obtus que fait la normale à S avec l’axe Ox). 
567. Calculer l'intégrale \ z dx dy, où S* désigne le côté exté- 
* 

rieur de l’ellipsoïde 

x? : y? z2 

area 


SOLUTION. MÉTHODE 1. La surface $S est définie par l’équation 
explicite 


————— 


EL x? y? 
te 1-5. 


Le cosinus de l’angle aigu que fait la normale extérieure à la moitié 
supérieure de l’ellipsoïde avec l’axe Oz est donné par la formule 


cos(n, 2) —1/V 1+z:+2% 


{pour la moitié inférieure, il faut prendre le signe —). Pour la moitié 
supérieure S* de l’ellipsoïde, on prend donc la formule correspon- 
dante avec le signe +: 


| z dx dy — | | C V/ 1-54 dx dy 
S+ o 
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D'une façon analogue, pour la moitié inférieure SŸ de l’ellipsoïde, 
on aura 


add —{{ der Ldz dy — 


ii 1 dx dy. 


| z dx dy = 2c | | 1-25 dr dy, 
à a 


où Q— (E+E Tr < <1} . Le calcul de la dernière intégrale donne 


| z dx dy — + nabc. 
S* 
MÉTHODE 2. Passons à la définition de l’ellipsoïde sous forme pa- 
ramétrique : 


T—4& COS U COS V, 0OLv<2x 
y—bcosusinv, A— rec t 
Zz=csinu, 2. 2 
Ici 
ru — {— 4 Sin u Cos v, — bsinusinv, ccosu}, 
ro — {— a cos u sin v, b cos u cos v, 0}. 


Dans le système de coordonnées à droite, la normale extérieure à 
l’ellipsoïde est définie par l'égalité 
; ru X FD 

[ruXrol 

En qualité d'exemple, considérons le point x = a, y = 0,2 = 0 dis- 
posé sur l’ellipsoïde. Ge point correspond aux paramètres u = v = 0. 
En ce point, r, — {0,0,c},r, = {0, b, O} (fig. 29). Le produit vec- 
toriel Tu X lo de concert avec les vecteurs r, etr, doit former un 
triplet à droite (son orientation est la même que celle du système de 
coordonnées), ce qui signifie que le vecteur r, X r, est orienté dans 
le sens négatif de l’axe Ox. Donc, 


| z dx dy ns à (a, r,xr )du dv= 


n = — 


S* 
Ôx y 
=} ee ee |] z pre du dv — 
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 n/2 


— abc | | sin? u cos u du dv = 2nabc | sin? u COos u du — 
À — 7/2 
n/S : 
— 4nabc À sin?udsinu— 7 Tab. 


0 
968. Calculer l'intégrale 
| (x? dy dz + y? dx dz + z? dx dy), 
S* 


où SY représente le côté extérieur de l'hémisphère 2? + y? + 22 — 
= a? (2> 0). 


Fig. 29 Fig. 30 
969. Calculer l’intégrale 
| (yz dy dz + xz dx dz + xy dx dy), 


y 


S* 


où S* désigne le côté extérieur du tétraèdre défini par les plans x — 0, 
y—=0,z—=0,x+y+z—a (fig. 80). 


$ 8. Formule de Gauss-Ostrogradski 
(cf. [2], chapitre 3, $ 13) 


970. Trouver la divergence du champ de vecteurs a — (2, y5, 28). 
571. Trouver la divergence du champ de vecteurs a = f (r) —, 
r 


oùr—=Îr|,r = xi + yj + zk, f étant une fonction dérivable. 
972. Soit u = 2° + y? + z?. Trouver div(grad uw). 
573. Calculer rot a si: a) a =r, b) a = jf {r)e, où ce = ci + 
+ cj + ch est un vecteur constant et r = |r | = | zè + yj + zk |. 
574. En utilisant la formule de Gauss-Ostrogradski 


Fil div a dG — | (a, n) as 
G 


S 
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où 2 est le vecteur normal unitaire extérieur à la surface $S qui cons- 
titue la frontière du corps G, transformer les intégrales de surface 
de deuxième espèce suivantes: 


a) { (zy dx dy + yz dy dz + xz dx dz); 
5 


b) | (x? dy dz + y? dx dz + 2 dx dy) ; 


S 
{ zcosa<+uycos B+zcos y ds : 
# | Var + 


d) \ (SE cos a+ À cos f +5 cos v) ds. 
$ 


À l’aide de la formule de Gauss-Ostrogradski, calculer les inté- 
crales de surface suivantes : 
979. 


| (x dy dz + y dx dz + zdx dy), 


S 
où S est le côté extérieur de la pyramide bornée par les plans x = 0, 
y = 0, z = 0, r+y+z—=t. 


576. | dr dy, où S est le côté extérieur de l’ellipsoïde 


5 
y? 72 
+ + D Te sl 
071. E dx dy, où S est le côté extérieur de l’ellipsoïde 
5 


indiqué au n° 976, 


S 9. Formule de Stokes 
(cf. [2], chapitre 3, $ 15) 


La formule de Stokes qui établit la relation existant entre la cir- 
culation d’un vecteur a = (P, Q, R) le long d’un contour F et le 
flux du vecteur rot a à travers la surface orientée S* (dont le con- 
tour est F) peut être développée comme suit : 


| (a de) — | (P dx + Q dy+R di) — 
Tr T 


cosæ cosf cosy 
— _4 4 9 |dS=— (7, rota)dS, 
S Ôx 0y ôz S 
P Q R 
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où cos &, cos f, cos y sont les cosinus directeurs de la normale n à 
la surface S. Le contour l'est orienté conformément à l’orientation 
de la surface S* (fig. 31). 

578. Calculer d’après la formule de Stokes l'intégrale curviligne 
(la circulation) 


| (y dx + z dy +zxdz), 


T 


où [' est le cercle x2 + y? + 7? — b?, x + y + z = 0, parcouru 
dans le sens antihoraire si l’on regarde du côté positif de l’axe Or. 

SOLUTION. Le sens de parcours indiqué du contour l' correspond à 
l'orientation de la partie du plan x + y + z — O disposée à l'in- 


Fig. 31 Fig. 32 Fig. 33 


térieur de la sphère x? + y? + z° — b? et dont la normale est diri- 
gée à droite et vers le haut (fig. 32): 


cos à = cos B — cos y = 1/V 3 
FU, y,2)=1z+y+z-=0, FF; —=F; —=1, 
| grad F | = V3). 


Dans le cas considéré, pour le vecteur a, P = y, Q =z, R=#zxet 
c’est pour cela que 


| (y dx + z dy + x dz) = — | (cos à + cos B + cos y) dS— 
T 5 
à 
= ——> | dS, 
| 
où S est le disque de rayon b situé dans le plan x + y +z—=0.Il 
est évident que l’intégrale de surface de première espèce de la fonc- 


cf 
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tion unité est égale à l’aire de la surface, donc 
À (y dz +2 dy + x dz) — — À nb — —V Snb?. 
S V3 
579. Calculer d'après la formule de Stokes et immédiatement la 
circulation 
À Qy—2) de+(o— x) dy + (z— y) di), 
T 


où L'est l’ellipse x? + y? — 1, x + z — 1 (fig. 33) parcourue dans 
le sens antihoraire si l’on regarde du côté positif de l’axe Oz. 
580. Calculer d’après la formule de Stokes l'intégrale 


À (u+2) de+ (a+ 2) dy + (a+ y) de), 


T 


où [' est le cercle x? + y? + 2° = b?, x + y + z = 0 (cf. n° 578). 


CHAPITRE 9 


‘SÉRIES DE FOURIER. INTÉGRALE DE FOURIER 
(cf. [2], chapitre 4) 


$ 1. Séries trigonométriques 
(cf. [2], chapitre 4, $$ 1, 2) 


581. Construire les graphes des sommes partielles S;, (x), S, (x} 
de la série 


cos kx 
k 


T NA 8 


1 


582. Montrer que la fonction 


où 


fa= > 


k=—1 


est continue et qu'elle admet une dérivée continue sur ]— œ, œf. 
583. Etablir les points de la période où la série ci-dessous con- 
verge 


DE @>0). 
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584. Combien de fois peut-on dériver la série 


O0 


D sin kt ? 
Oh 
k—1 


985. Trouver le domaine de convergence de la série 


b: sin kzx 
k] ° 
k=1 


$ 2. Série de Fourier 
(cf. [2], chapitre 4, $$ 3, 4, 6) 


—586. Développer en série de Fourier de période 2x la fonction 
{ (x) si: 


a) f(x)—zsur]—n, x{; 


D) f(@)= sur 10, 2x [; 


c) f(æ)= Tax sur ]—x, nf; 


| 


0, —r<r<0, 
CITE RON 
TZ, —n<r<0, 
DIT PSN 


. Î) f(x) =snar, —-rn<z<u; 
_g) f(@) =tchax, —-n<r<n. 
587. Etudier la convergence de la série de Fourier pour la fonc- 
tion périodique 


y 0, —n<x<0, 
T — o 
- f (x) Le ee (cf. n° 586, d)). 
y] SOLUTION. Sur [0, 2x], la fonction consi- 
dérée est bornée, continue par morceaux et 
0 7 27 * monotone par morceaux. Au point de dis- 
continuité æ —x, la fonction n'est pas 
Fig. 34 définie (fig. 34), c'est-à-dire qu’elle ne sa- 


tisfait pas à la condition de Dirichlet. 
Toutefois, la valeur des coefficients de Fourier ne dépend pas des 
valeurs que prend la fonction f (x) en différents points. Pour cette 
raison, nous pouvons préciser la définition de la fonction f (x) au 
point x — x en posant 


‘es, Ex. 
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Alors la série de Fourier de cette fonction (cf. n° 586, d)) 


TT 2 cos (24 +1) sn kx 
F5 nn) Ur 


converge en tous les points x € [0, 2x] vers la fonction dont la défi- 
nition a été précisée; en particulier, elle converge vers x/2 au point 
x — x, c'est-à-dire 


.. OÔ 
T TT 2 4 
Sr GE de (2k +1)? 
kR—0 
d’où 
mr? =. | 
ar D (24 +10 


“988. Développer en série de Fourier suivant les sinus et les co- 
sinus les fonctions suivantes: 
a) fa)=x,  0Lx<r; 
b) fn = +, Pere 
— 589. Développer en série de Fourier la fonction f (x) de période 
21 définie sur |—{, {LT par la formule f (x) = | x |. 


$ 3. Systèmes orthogonaux de fonctions 
(cf. [2], chapitre 4, $$ 5, 8, 9) 


590. Trouver le produit scalaire des fonctions suivantes : 
a) f(x) = x, px) =snx, 0Lr<r; 

b) j (x) = sin x, o (x) = sin x, 0Lz< 12. 
591. Trouver. la norme 


= (| rar)" 


des fonctions f (x) (a << x< b) 
a) f{t) =2, 0Kz<1; + — 
b) f(x) = cos x, 0Lr<rT; L x 


0 

d 

nt—nl+ax, 0OLrz<A/n, 
0, An <Lr<1. 
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Indiquer les valeurs de &« > 0 pour FRÉQUOMSS cette suite tend vers 
zéro en moyenne quadratique. 

593. Etudier la convergence union et en moyenne quadrati- 
que de la suite 


sin an°x, OLrz<n-t, 
fn (Z) = 0 nrILIicT 
594. Montrer que les sd de Legendre 


Ph (x)= A (x5— 1)" (n=0, 1, ...) 


sont orthogonaux entre eux sur ]—1, 1[, c’est-à-dire que 
1 
| Pr(@ Pr(mda=0 (mn), 
1 
et qu'ils satisfont à la condition 
2 
J Pa (æ) dt = ° 
SOLUTION. Signalons que de la définition du polynôme de Le- 
gendre P, (x) il découle que son coefficient de zx" est égal à 
| À —1)2n CDS 
(n +1). ne ds 
dPn(x)  (n+i{i)(n+2)...2n 
dat 2n 


Il est immédiat que si k << n, alors 
nn (2 —1)"= (2 — 1) A (x), 
où À (x) est un certain polynôme. Donc, pour k < n, 
dà ñ 
Fe (x? — 1) [x=+1 = 0, 


Mettons, pour préciser, m > n. En intégrant par parties n fois, on a 
: ° ” 
RACIACE ZT | P, (2) 2 (a — 1)" dr = 
| — 1 
1 
ep, (eo) 1) fe —c | Pe (0 er (a? — 1)" dr = 


= (— 1e | Ph) Les Ut — 1) dr = … 


8 4] INTÉGRALE DE FOURIER 99 


= (— 1) EL ) er (e— 1)" de = 


1 
n.(n+1)...2n 
(nee | 


(x? — 1)" dr — 


dm-n-1 1 
Ci ma G@°—1)"| ,= 0, 


ol (n) (n +1). 
= AGP = 
D'une façon absolument analogue, on obtient 
1 1 
| Pi GP (dr PP) ser { (x? — 1)" dx — 


non 
_1 — 1 


n:\ 28 


1 
9 (m+1) ...2r | «a —_ x)" dr. 
0 


Calculons l’intégrale 
1 


In= | as dr (m0; 1:30) 
0 
Il est évident que /,—1, 7,—2/3. En intégrant par parties, on 
tire la formule de récurrence suivante 


D'où 
I — 2-4.6...2n 2.n | 22n (n 1)2 
0 85-7...(2n+1) 35...(2n+1 (2)1(n+1) 
De cette façon, 
1 
(a+ 1)... (2n—1)2n 22 (nl)? 2 
| Paz) da=2 CRUE , En) Un +0 — oi 


—i 


$ 4. Intégrale de Fourier 
(cf. [2], chapitre 4, $$ 12, 14) 


995. Trouver la transformation de Fourier en cosinus de la 
fonction 
1, 0<zr<a, 
» LUC: 
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596. Trouver la fonction définie sur 0, œ[ et dont la transfor- 
mation en cosinus est égale à | 


ee Sin as 
ñ So 


597. Trouver la transformation en cosinus de la fonction 
COS, O0<Lxr<a, 
LORS D 
x Ta. 
598. Trouver la transformation en sinus de la fonction 
Î (x) = e”sx/x. 
999. Calculer les intégrales suivantes : 
sin +5 dx 


ae (270, s20); 


—3 


OO 
0 
[ee] 
—4 ee 

e sin 3zcos 2x dx; 
0 
O0 

x 

| e ” cos 3x cos 4x dx. 
Û 


CHAPITRE 10 


ÉQUATIONS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 
(cf. [2], chapitre 5) 


600. Soit f (6) une fonction de période 2n définie sur ]— x, xl 
par l’égalité f (8) = | 0 |. Construire la fonction harmonique dans le 
disque unité engendrée par ces valeurs aux limites et établir la vi- 
tesse avec laquelle la fonction w (0, 0) tend en moyenne quadratique 
vers ses valeurs aux limites f (8) pour 6 — 1 — 0. 

601. Trouver la solution de l’équation de la chaleur 

Mr (ErEr, 1>0), 


"ot Oz? 
la condition initiale étant 


u(z, 0)=f()= Te, 0<r:<a, 
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et celle à la limite 


u (0, t) = u (x, t) = 0. 


Effectuer l'estimation de l'intégrale 


a À Lu (x, #— f(x) dx) 7 


pour { — + 0, c'est-à-dire établir le caractère de la convergence en 
FT quadratique de la solution w (x, t) vers f (x) pour t — 


—+ + 0 
602. Trouver la solution de l'équation différentielle du mouve- 
ment vibratoire d’une corde 


Ou _ O?u 
ot? Oz? 


avec les conditions initiales 


u(x, 0) =} (x), f (x) 


æ: PR 
LES T—t,  N2<r<A, } 


les conditions aux limites étant 
u (0, t) = u (x, t) = 0. 


603. Résoudre l'équation différentielle du mouvement vibratoi- 
re d’une corde infinie 


LS 0) _ 


avec les conditions initiales 


u(x, D0)=u;(x, 0)=—— (—oo<r< oo), 


= 

604. Soit u (x, y) une fonction harmonique dans le demi-plan su- 
périeur qui prend les valeurs de f (x) pour y — 0. Montrer que si 
f (x), Vx, satisfait à la condition 


If&+i—-f@mI<LIIEF, 0<a<i, 
alors 
[ur y) —f@)I<cy (y>O), 


où c est une certaine constante indépendante de x et de y. 
605. Trouver la répartition stationnaire de la température 
u (x, y) dans le demi-plan supérieur et l’isotherme (la ligne de ni- 


102 FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE [CH. 11 


veau) u — 1/2 si sur l'axe Ox on maintient la température 


CES 
®= 6 ENS 


INDICATION. La fonction uw (x, y) est harmonique dans le demi- 
plan supérieur. 

606. Trouver la répartition de la température dans une barre 
infinie si la répartition initiale de la température était 


f (x) — exp (—1*) 


(mettre a — 1 dans l’équation de la chaleur). 
607. Montrer que les polynômes de Legendre y = P, (x) (cf. 
n° 594) vérifient l'équation différentielle 


d dy _ 


CHAPITRE 11 


FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE 
(cf. [2], chapitre 6 ; [11, chapitre 5) 


$ 1. Notions générales 
(cf. [1], chapitre 5, $ 3) 
608. Trouver les modules des nombres complexes suivants: 
a)z=4 + 3; b)z=cosa —isina; c) z = —2 +2 Ai. 
609. Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes 
suivants : 
a)32=—1—;i3; b)z——Y2+iV2. 
610. Présenter sous forme exponentielle les nombres complexes 
suivants : | 
a)z=—2: b)z—i; c)2——1—iV3; 
d) z — sin & — i cos « (n/2 <a < x). 
611. Calculer l'expression (—1 + y 3)%. 
SOLUTION. On met le nombre z = —1 + i}/ 3 sous forme expo- 
nentielle 


—1+iy 3 —2exp (i +) , 
d’où L 
(—1 +iy3)90 — 260 exp (40ni) = 290. 
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612. Calculer les expressions suivantes: 
. : À — ji 4 
a) (WV3—3iÿ ; b) (<S-) 


613. Trouver toutes les valeurs des racines suivantes : 


4 4 

a) V1—i; b) V1. 

614. Soient Re w — x, Im w = y? (w 0). Trouver w et 1/w. 

615. Montrer que les égalités ci-dessous sont valables : 

a)z+z—=2Rez; b)z—z—2imz; c) |z| — ||. 

616. Indiquer les courbes définies par les équations suivantes: 

a) [z—-Z1=r,r>0; b) Iz+ce|+|z-c|—=2a, ax c 
étant des nombres réels; c) Re ({/w) — 1/2, Im (1/w) = 1/4, w — 
= x + Jyi; d)Imz—2;e) Im (+) = 1, 

617. Trouver les images des points z, obtenues par les appli- 
cations suivantes : 

a) w = 2, 29 = i; b) w = 2/2, 2, = 2 + Bi. 

618. Indiquer la courbe en laquelle est transformé le cercle 
|z|— V2 par l'application w = 2°. 

SOLUTION. On a Re w = x? — y?, Ïm w — 2xy. En éliminant x 
et y entre les équations du système 


u = 2? — y?, 
UV = 24y, 
a+ y? — 2, 


on obtient 
u? + = (x + y?) = 4. 


C’est un cercle de rayon 2 centré sur l’origine des coordonnées dans 
le plan uOv (plan des w). Il est à remarquer que le cercle | w | = 2 
est décrit deux fois lorsque le point z parcourt entièrement le cercle 


|z|—=)2, car 
arg w — 2 arg z + 2kn. 


Le problème ci-dessus peut être résolu d’une autre façon. L’équa- 
tion du cercle | z | — V2 peut s’écrire 


z=V2eie, 
où 0 & p << 271. Pour cette raison, 


w = 22 — (JV Deip)? — 26°, 


404 FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE (CH. {1 


Il s’ensuit que le cercle | z | = V2 est transformé par l'application 
w = z° en le cercle | w | — 2, de plus, ce dernier est décrit deux fois 
tandis que le point z parcourt le cercle | z | = }/ 2 une seule fois 


dans le sens direct (antihoraire). 

619. Indiquer les lignes du plan des w'en lesquelles sont trans- 
formées par l'application w — 1/2 les courbes suivantes du plan 
des 2: 


a) |z| — 1/2; b) Arg z — n/4; c) Re z — 0. 


$ 2. Limite d’une fonction. Dérivée 
(cf. [2], chapitre 6, $$ 1, 2) 


620. Trouver la limite de la fonction w — z au point z = i. 
621. Etablir si la fonction w — z/z admet une limite au point 


O=(0,0) , 

622. Est-ce que la fonction w — Re z est continue sur le plan 
des 2? 

623. Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui admettent 
une dérivée: 

a) w — 22; b) w — Rez; c) w — 2; d) w — 2-2. 

624. Trouver le coefficient de dilatation et l’angle de rotation 
au point z, — 0 en présence de l'application w — sin z. 

625. Indiquer les points en lesquels l'application w — f (z) est 
conforme : 

a) w = 2%; b) w = cos z; c) w — zez. 


$ 3. Conditions de Cauchy-Riemann. 
Fonctions harmoniques 
(cf. [2], chapitre 6, $$ 8, 4) 


626. Indiquer parmi les fonctions ci-dessous celles qui sont ana- 
lytiques : 
a) w = 2e°; b) w = 27°; c) w — sin 3z; dre 
627. Reconstituer la fonction analytique f(z) = u + iv à par- 
tir de sa partie réelle w (x, y) indiquée: 
a)u—2 — y? + 2x; b) u — 2? — y? + xy; 
c) u = r@ cos p + r In r sin @ (z = reiv). 
628. Trouver toutes les fonctions harmoniques de la forme u — 
= p (2° + 7°). 
SOLUTION. On a 
us = 4x2p" (22 + y?) + 2" (x? + 2), 
ya == 4y2p" (x? + y?) +2 (22 + 2), 


Au = 4 (2% + y?) (ef + y?) + 4p° (+ y). 
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De cette façon, pour que la fonction uw soit harmonique (Au = 0), 
l'égalité 
Ge? + y?) op" +) + p (+ y) = 0 
doit être vérifiée. En posant x° + y? — t, on obtient 
og" &) ____ 1 dinæ’(#) __ 1 
pt) tt? dt + 
p'(t)=C/t, p(t)}=CInt+cC.. 
Donc, les fonctions harmoniques sont de la forme 
u=CIn( +y) +C,, 
où C et C, sont des constantes arbitraires. 
629. Trouver toutes les fonctions harmoniques de la forme u — 
= p (y/x). 


$ 4. Applications conformes élémentaires 
(cf. [2], chapitre 6, $$ 2, 15) 


630. Trouver l’application conforme qui transforme le demi-plan 
supérieur en lui-même. 

631. Appliquer le disque unité | z |< 1 sur le demi-plan supé- 
rieur de façon que les points Z, — —ài,z, — 1, z, — i soient respec- 
tivement transformés en les points w, — —1, w, = 0, w, = 1. 

SOLUTION. L'application en question est réalisée par la fonction. 
homographique 

w+A4 , 141 2+i, ii 


___ i({—2) 
W—0 * 1—0 7 32—1 ° i—1 


ou Er . 


S 


La fonction réciproque 
i— w 
w + i 


applique le demi-plan supérieur sur le disque unité"de façon que: 
w, viennent sur 2x (k — 1, 2, à). 


Z —= 


Fig. 36 


632. Réaliser l’application conforme de l'angle 0 << @ << x/4 sur 
le demi-plan supérieur (fig. 36). 
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633. Réaliser l’application conforme de la bande O0 < y << n sur: 
a) le demi-plan supérieur; b) le plan tout entier. 


u @ 


Fig. 37 


634. Appliquer la bande verticale 0 < x < n/4 sur le disque 
unité | w | < 1 (fig. 37). 

SOLUTION. Transformons la bande verticale en une bande hori- 
zontale. Pour ce faire, réalisons une rotation de x/2 à l’aide de la 
fonction 


z*—zexp (IS) =iz. 
2 


Dans le plan 2* = x* + iy*, on obtient la bande horizontale 0 < 
< y* < x/4. Dilatons maintenant cette bande en prenant comme 
coefficient 4: 


z' = 4z* — Ai. 


Dans le plan z', on obtient ainsi la bande horizontale 0 < y < 
Appliquons maintenant cette bande sur le demi-plan supérieur à 
l’aide de la fonction exponentielle 


2" = et — elir, 
On applique ensuite ce demi-plan sur le disque unité | w | < 1 au 
moyen, par exemple, de la fonction du n° 631: 


___i—2" __ i—exp (4iz) 
 g"+Hi  iexp (4iz) * 


635. Trouver la fonction linéaire entière qui applique le triangle 
de sommets 0, 1, i disposé dans le plan des z sur le triangle de som- 
mets respectivement 1 + i, 0, 2 dans le plan des w. 

636. Trouver l'application conforme du disque | z | << 5 sur le 
disque | w | << 1 qui fait venir les points 5, 4 + 3i, —5 respective- 
ment sur les points 1, i , —1. 
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$ 5. Intégration des fonctions d’une variable complexe 
(cf. [2], chapitre 6, $ 6) 


637. Calculer l'intégrale 


| (1+i— 27) dz 
! 
prise le long des lignes reliant les points z, — 0, z, — 1 + i entre 
eux de différentes façons: a) suivant une droite; b) suivant la para- 
bole y — x*;c) suivant la ligne polygonale 
Z12325) OÙ 23 — 1 (fig. 98 
ri 
638. Calculer l'intégrale | z ch z dz. 
0 
TT (1+i) 
639. Calculer l'intégrale z ch z dz. 


0 
Si une fonction j (z) est analytique dans un 
domaine simplement connexe D, la fonction 


Z 


F(2)= | f (6) dé 


Zo 


sera également analytique dans D, de plus, 


F' (2) = 1 0). 
En effet, 
| z+h 
F'(2}= lim FERNE _ | Î (6) dé — 
h—0 h—0 ; 
zth z+h 


lime | (f()-+n(Œ) dE ()+limé | nEdt-f(, 
h—0 h—0 : 


z 


Où nn (£) — 0 quand Ë — 7, en vertu de la continuité de f (z) au 
point z. En présence des À petits, | n (€) | < €, donc, dans ce cas 


z+h zth 
x | n (9) de] < EX h def ln —e. 


Z zZ 


Ici nous considérons que l’intégration est réalisée le long de la 
droite qui relie les points z et z + h. Cela est possible, car f (2) est 
une fonction analytique et l'intégrale ne dépend pas du chemin 
d'intégration. 
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Nous avons ainsi montré que F’(z) — f(z). La fonction F (2) 
est appelée primitive de la fonction f (z). 

On peut démontrer que deux primitives arbitraires de la fonction 
f (z) diffèrent d’un terme constant comme dans le cas des fonctions 
d’une variable réelle. 

Il en découle que, si ® (z) est la primitive de f (2), alors 

| (8) dE = D (2) — D (co). 

C'est la formule de Newton-Leibniz. 


. 640. En utilisant la formule de Newton-Leibniz, calculer les 
intégrales suivantes: 


2+i î 
a) | (372 + 2z) dz; b) | z Sin z dz. 
 1-i 0 


$ 6. Formule intégrale de Cauchy 
(cf. [2], chapitre 6, S$ 7, 8) 


On sait que, si une fonction f (z) est analytique dans un domaine 


D limité par un contour différentiable par morceaux C, alors la 


y 
0 2 x 
Fig. 39 Fig. 40 
formule intégrale de Cauchy 
Î d 
fo | ns (4€ D) (1) 
C 


est valable. 
641. Calculer l'intégrale 


__ ( exp (2?) dz 
Î ce \ 22 — 6z 
C 


sit a) Ce [z—2—=1; b) C:Iz|—=1; c) C:Iz— 61-14 
(fig. 39). 
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642. Calculer les intégrales suivantes: 


exp (z°) dz. exp (z) dz 
4) | UD D \ 2 +1) : 
1z-11=3/2 | z+1 11/2 


643. Calculer l’intégrale 


SOLUTION. La fonction f (2) = pe est analytique sur le dis- 


que |z—1|<1 (fig. 40). Pour cette raison, en appliquant la 
formule 


fo Go) = | (2) 
quand nr — {, où C représente le cercle | z — 1 | — 1, on obtient 


644. Calculer l'intégrale Z prise le long du cercle | z | = 2 
h z dz 
J= \ | 


(24133 (2—1) * 
{[z| —2 


INDICATION. Construire les contours C, et C, qui incluent respec- 
tivement les points z = —1 et z — À et qui se trouvent à l'inté- 


rieur du cercle | z | — 2. Dans ce cas, | PSE | Han Le ne 
C1 C2 


| z|[=2 
Appliquer ensuite les formules (1) et (2). 


$ 7. Séries dans le domaine complexe 
(cf. [21, chapitre 6, $$ 9, 10) 
Trouver les rayons À de convergence des séries suivantes: 


645. D. 646. Di klz. 647. D (— 1} 
‘R=0 


k=—0( kR=—0 


O0 2k O0 
648. D (—1)* TU 649. S (—1)*zÀ. 
R=0 


R=0 
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650. D! eitz". 651. D (n+i)z". 
n=0 n=0 
Développer en série de Taylor au voisinage de z = 0 les fonc- 
tions suivantes : 
653. - 


1 
2 Te DE 
654. Développer en série suivant les puissances de (2 — 3) la 
fonction 
1 
Ï (2) 7 5+2 
SOLUTION. Transformons d’abord la fonction donnée de la façon 
suivante : 


D 1 | 1 
BL2z 5242-3418)  A1412(2—3) A1. NE 
1e (z— 3) 


En substituant 2 (2 — 3) à z dans le développement 


| non 
ent ee (rh Z Nan 


on obtient 
1 1 2 22 _ 
sx -e-3)+ 7 (—3}—...}- 


{ 2 22 
= t-5)+- (5) ss 


La dernière série converge pour 
2 11 
ax SIT, ou ESS 


Ainsi, son rayon de convergence R — 11/2. 

655. Développer en série suivant les puissances de (2 — 3) la 
fonction f (z) — 1/(3 — 2z). 

656. Déterminer le domaine de convergence des séries suivantes: 

SO (VIHIVA D < 1 

à) D 7 ——; b) » PUITS 

n=1 

657. Développer en série de Laurent suivant les puissances de z 
la fonction 


À 
FC = 


dans les domaines suivants: a) 0<[z|<1; b)1<|z|<2; 
c) |z1> 2. 
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658. Développer en série de Laurent dans la couronne 0 << 
<< |z3—1]|<2 la fonction 


fa) = pr 


Développer en série de Laurent au voisinage du point z — 0 les 
fonctions suivantes: 


659. 02 660. z3 exp (1/2). 


2? 


$ 8. Points singuliers isolés. Résidus 
(cf. [2], chapitre 6, $$ 11 à 13) 


661. Déterminer le caractère du point singulier z — 0 pour les 
fonctions suivantes : 

a) f (z) — (ef — 1}/z; b) f (z) = 1/4; c) f (z) = exp (1/7°). 

662. Trouver tous les points singuliers et déterminer leur carac- 
tère pour les fonctions suivantes: 

1 4 

) ea b) COS —; c) zsin + d) thz. 

663. Trouver le résidu de la fonction 


3—€@ 
au point z — co. 
SOLUTION. On a 


A A D ALAN A À. 
ia — te 
z(1—+) k=0 


par conséquent, 


À 


Res 


Z—=00 


664. Trouver les résidus de la fonction 


f (2) E sin z? 


re 
(27) 
en ses points singuliers. 
SOLUTION. Il est immédiat de voir que les points singuliers situés 
à distance finie de la fonction donnée sont z — 0, z — x1/4. 
Trouvons les limites de f (z) en ces points: 
; in 22 .. 1 4 
li Ne no lim = 
AR z—0 ca z+0 2 — (1/4) n ? 
lim f (z) = co. 
z+71/4 


= — À, 
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De cette façon, z — 0 est un point singulier artificiel et Res f (z) — 
z=0 
— (0. On trouve ensuite que z — x1/4 est un pôle et 


: 16 r2 
Res f(z)— lim Z (27) = — Jim sin = —=sin — 
AU ) z— 7/4 Fa) 4 2/4 7? Tr? 16° 


Le point z — œ est également un point singulier, de plus, c’est 
un point singulier essentiel. Pour trouver le résidu de f (z) en ce 
point, il y a lieu de développer la fonction en série de Laurent suivant 
les puissances de z 


1 es n : 2(2R+1) 
f()=+ » (=) Di TESTÉ 
0 


En multipliant entre elles les séries et en regroupant les termes 
contenant les mêmes puissances de z, on obtient 


=: 4 4 T8 nl? k 
F1 tar mm te. ]+ D cut, 
kH-1 
c’est-à-dire 


Res f (2) = — (1...) 


Pa 41317 74851 
42 nr? nf x10 146 
= (rte —..)=-$sn 16 * 


Le même résultat peut être obtenu à l’aide du théorème fonda- 
mental des résidus, en vertu duquel le résidu d’une fonction f (z) 
au point z — oo est égal à la somme des résidus aux points singu- 
liers situés à distances finies, précédée du signe moins (cf. [2], cha- 
pitre 6, $ 13, théorème 1). 

Indiquons une autre méthode qui donne la possibilité de trouver 


le résidu de la fonction f (z) au point z — co. La fonction _. sin z? 


peut être considérée comme étant une fonction analytique dans le 
plan des z si l’on prend en considération qu'elle est égale à 1 pour 
z = 0. Pour cette raison, elle est développable en une série entière 


suivant les puissances de (2-25) qui converge dans le plan des z 
tout entier: 


Le 50 (x/4)2 R 
NUE _ TE + (= S.) À 
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Mais alors 


JT 


1 sin (11/4)? _ À in (x/4)2 
Ï (2) — 1 a + (2) = | | — +3 CR2°) 
Z2— — Z— = 
4 
où la série entière figurant au second membre converge pour tous les 
z. En effet, 4 (z) est une fonction analytique dans le plan des z et 


péut être développée en une série entière convergente dans ce plan. 
Maintenant, compte tenu du n° 663, on obtient 


— sin (5/4)? 4 sin (x/4)2 
ie f()=R s — GA — RTE =. 
CA 


z 
665. Trouver les résidus des fonctions ci-dessous en leurs points 


singuliers : 
a) f (z) = z? sin ({/2°); b) f (z) = z° exp (1/2); 


c) FO) à d) f@) = (G—2) exp (À 


$.9. Caleul des intégrales avec les résidus 
(cf. [2], chapitre 6, $ 14) 


. Le théorème fondamental des résidus peut encore s’énoncer de la 
façon suivante: l'intégrale d’une fonction f (z)-prise le long d'un 
contour F parcouru dans le sens direct (antihoraire) est égale à la 
somme des résidus en tous les points singuliers z,, . . ., Z, disposés 
à l’intérieur de l', multipliée par 2ni: 


| f(2) da= 2ni 3, Res (4). (1) 


T' R=1 


666. Calculer l'intégrale 


e?—1 
| 2.(24 1) az. 


SOLUTION. Dans le domaine |z2 [<< 2, la fonction f (z) ——< 7 — 1 


"(24 1) 
est analytique partout, sauf aux points z = 0,:z — 1. Trouvons 
les résidus de f (z) en ces points. Le point z — 0 est un point singu- 
lier artificiel, donc a f (z) — 0. Au point 3 = —A,.la fonction 


f (z) admet un pôle simple, donc 


Res f(2)= lim (+1) ()= lim T1 et, 


z=— 1 
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Conformément à (1), on obtient 


“ RTC <: ini ul 


667. Calculer les intégrales suivantes: 
à 2 az NS e x? y? TE s 
a) qu où [': T ta 1; 
iz d F dd 
= 


1 N “ 
d) ET où l: —+y=1. 


668. Calculer l'intégrale 


22 
RTE 
complexe z. Elle satisfait à la condition du théorème 1 (cf. [2], cha- 
pitre 6, $ 14) pour m — 4 et possède dans le demi-plan supérieur 
un pôle d'ordre 2 au “us 2: A1: 


SOLUTION. Introduisons la fonction f (z) — de la variable 


d z? 1 
Lee AC — — (2— ai)?f es an Gant das 


Alors 
I=2ni Res j(2) D. 


z=ai 24 


669, Calculer les intégrales suivantes: 


2241 | t dx : 
pr dei D) | peer (70, 5>0); 


a) | 
0 Es 
t d ° d 

o) [+7 d Jr et D) 


670, Calculer les intégrales suivantes : 


a) | ue dx (a>0); b) Î eus dx. 
0 
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671. Calculer l'intégrale 


INDICATION. Considérer la fonction 
eiz 
OT} 
et le contour l, Rr (fig. 41). Si € est petit tandis que À est grand, la 


fonction f (2) possède un pôle à l’intérieur du contour la r- Si- 
gnalons que f (z) présente une singularité au point z — 0 sur l’axe 


Fig. 41 


réel. Passer ensuite à la limite 


R->00 Le, R 


672. Calculer l’intégrale 
1= | exp (— ax?) cosbx dx (a>0, b> 0). 
d— 
SOLUTION. On sait que 


| exp (—2?) dx — V x. 


Pour cette raison, 
O0 


| eXp (— ax?) dx — AS 


Tntroduisons la fonction f (2) — exp (—az?) et le contour T qui 
se présente sous la forme d'un rectangle de côtés 2R et b/(2a) (fig. 42). 


S* 
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À l'intérieur du contour [l', la fonction exp (—az*) est analytique, 
donc 
| exp (—az?) dz 0, 


T 
c'est-à-dire 
R b/2a 
( exp (—ax?) dx + | exp [—a (R +iy})?] dy + 
“R 0 | 


= 0 
+Î exp | —a (e+i)"] dx + À i exp [—a(—R+iy)?] dy = 0. 
°R b/2a 


La deuxième et la quatrième intégrales tendent vers zéro si R — co, 
car elles contiennent le facteur exp (—ak*), ce qui fait qu'à la limi- 


te, pour À — co, on ait 


|: “ap (— a) dx + | exp (—az?) exp (—ibx) exp _ dx —0. 


D'où, en ban la partie réelle dans le deuxième terme, on tire 


EXP _ k Î exp (—ax?) cos br dz— j exp (— ax?) dx — De 


— O0 


ou 


exp (—ax?) cos bx dx — ie exp (— +) ; 


Ori 


CHAPITRE 12 


CALCUL OPÉRATIONNEL 
(cf. [2], chapitre 7) 


$ 1. Images des fonctions élémentaires 
(cf. [2], chapitre 7, $$ 1, 2) 
673. En partant de la définition, trouver l’image de Laplace 
des fonctions suivantes: 


a) f (4) = €; b) f (6) = sin 3t. 
674. Est-ce que la fonction @ (p) — Â/sin p peut être l’image d’un 
certain original ? 
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675. En utilisant la propriété de linéarité d’une image et la 
propriété de similitude, trouver les images des fonctions suivantes: 

a) f{t)—=t+2; b) f (t) = 2 sin 3 +e# {>0). 

676. Est-ce que la fonction 


_ fexp(é?)}, t2>0, 
16={, < 0, 


est un original ? | 
677. Trouver l’image de la fonction f (t) = cos mt cos nt. 
678. En utilisant le théorème de dérivation de l'original 


L1ÿ ; pl = pLif; pl — f (0), 


trouver les images des fonctions suivantes: 

a) f (t) = cos 3t; b) f (£) — cosf t. 

679. Trouver les images des fonctions ci-dessous en appliquant 
le théorème de dérivation de l’image (F#"(p) = — tf(t)) : 


a) f(t)}=t cost; b) f(t) —t sh 3t. 
680. En utilisant le théorème d'intégration de l'original 


1 


_e F (p) 
jiode-2, 


U 


frouver les images des fonctions suivantes: 
t LA 
a) f (t) = | t sh 3tdt; b) f(t)— { T? COS T AT. 
0 ( 
681. En appliquant le théorème d'intégration de l’image 


CO 


LE | F(a da. 
P 


trouver lès images des fonctions suivantes: 
et —4À sin? 1 sht 
682. En utilisant le théorème de translation de l’image, trouver 
les images des fonctions suivantes: 
a) et sint: b) e'£? cos t. 
683. En appliquant le théorème de retard de l'original 


f(—t) 5 e-P0F (p), 
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trouver les images des fonctions suivantes: 
a) sin(t—b)o,(t —b); 


7 | 1, 1>0, 
b) e'-36,(t—3), où o,(t) — 0, 10. 
684. Trouver les images des fonctions suivantes : 


1, OLI<LA, 
d 10 97, porc JC+D-IE, V0: 


b) f (t) = [sin t |. 


685. Trouver les images des produits de convolution suivants: 


t 
a) | et-+ sin vdr; b) | (é—t)?ch tar. 
0 


On 


$ 2. Recherche de l'original d’après son image 
(cf. [2], chapitre 7, $ 2) 


686. Trouver l'original f (t) si F (p) — 1 — cos (1/p). 
687. Trouver l'original de la fonction 


1 
FO G DE: 

688. Trouver les originaux des fonctions suivantes : 

; 1 | ; - 1 

a) F(P=- TS : b) FP)=-rc D (+0 : 

689. Trouver l'original de la fonction F (p) — 1/V 1 + p°. 

SOLUTION. Développons la fonction F (p) en série de Laurent au 
voisinage du point à l’infini: 


4 3 
1 4 \-1/2 14 1 2. 2 
F@=z(1+-7) Eu 2 1p° : 


| 


(1 CH)! 
> (k 1)? 22R prati 
—( 


En vertu du théorème 41 (cf. [2], chapitre 7, $ 2), on a 
4h | 
CD TD to (t), 


où J', (t) est la fonction de Bessel d'ordre zéro (cf. [2], chapitre 1, 
$ 25; chapitre 5, $ 9). 
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690. Trouver les originaux des fonctions rationnelles F (p) ci- 
dessous, en utilisant l'égalité 


f(t)= > Res [F(p)e’!], 
k=1 P=PE 


OÙ Pys + + + Pm Sont les pôles de la fonction F (p): 
{ 2p° 242 2 
RQ LENTES b) FO) =D 


$ 3. Applications du calcul opérationnel 
(cf. [2], chapitre 7, $ 3) 


691. Résoudre les équations différentielles suivantes compte tenu 
des conditions initiales a 

a) z' +xz—=e"t, x (0) = 1 

b) x +zx—=2cosi, x (0)— _O, x'(0) = —1; 

CZ 2x or 3, x (0) = 1, x’ (0) = 0. 

692. En utilisant la formule de Duhamel, résoudre les équations 
suivantes : 


a) oo nr 
b) y +y = sin, y (0) — y/(0) = 0; 
C) y" y" — 106%, y (0) — y 0) — y"0) = 0. 
693. Résoudre le système d'équations 
x" + y —0, 


SOLUTION. Soient X (p)}=x (t), Y{(p) = y (t). Formons les équa- 
tions opératorielles 
pX (p)—x(0) + Y(»)=0, 

X (p) + pY(p)—y (0) =0, 
ou 

pX (p) + Y(p)=1, 

X (P)+pY(p)= —1. 

En résolvant ce système par rapport à X(p) et Y(p), on obtient 


1 —1 
X==Zx, YG)=-— 
D'où 


c(tj=et, y(t)= —et 
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694, Résoudre les systèmes d'équations suivants: 
a) { zx —y+e, 
ryegie, 20=n(0=1; 
b) (z"—=3(y—x+z), 
y=z—Y, 
2" = — 2, 
z(0)—2z" (0) —0; y(0)=0, y'(0)=—1; 
c) y =92—y, 
2'=y+2+e, y(0)=73(0) =0. 


$ 


695. Calculer les intégrales suivantes : 


Z2(0)=1, z°(0)=0; 


a) 16 Rd; b) L(o= | EE gr, 
0 .. ,0 


/ 


ANNEXE 


Ci-après sont donnés des problèmes et exemples, généralement de: 
difficulté majeure, concernant la matière exposée dans chacun des 
chapitres du livre. L'ordre dans lequel sont rangés ces problèmes ne 
correspond pas obligatoirement à celui respecté à l’intérieur des. 
chapitres, ce qui obligera le lecteur de faire.un certain effort pour 
trouver les éléments théoriques nécessaires à la résolution du type 
de problème proposé. Les problèmes de l’Annexe sont numérotés à 
la suite de ceux figurant au dernier chapitre, les réponses corres- 
pondantes étant données à la fin du recueil, chapitre par chapitre. 


Problèmes concernant le chapitre premier 
696. Montrer que l'inégalité 
It+u+... +ml2zlzl-(ul+... +) 


est valable. 
697. Prouver l'inégalité de Bernoulli 


t+z)... +) >zl+u +... +, 


où tzj > —1 (j —1,...,n), tous les nombres x;,, ..., x, étant. 
de même signe. 
698. Soit 0 Lx; L 1, j = 1, ..., n. Montrer que 


isn (ni æ+... +m) |<snu +... +sinz = > sin; 
—4 
699. Montrer que l'égalité 
45 EL 25 L .. + nr = A +2 + . + n}° 


est vraie. 
700. Résoudre l'inégalité 


Iz+al—|irx—-al<1, 


où a est un nombre réel positif quelconque. 
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701. Soit Q l’ensemble de tous les nombres rationnels et soit Z 
l’ensemble de tous les nombres irrationnels. Trouver Q [J Z,Q/f 7, 
QXL. | 

Prouver les égalités suivantes: 

702. lim n2#% —0. 703. lim ngt =0 (|g|<1). 


n— 00 


NN 00 
Trouver les limites suivantes : 
43 23 (n —1}3 
704. Lim (or +. + nr). 


eR hd. 1 : 
705. 1) Dm +++]: 


2) lim{1—<) (12)... (1 +). 


706. En utilisant le théorème d'’existence de la limite d’une 
suite monotone, montrer la convergence de la suite 


m=(i+s)(t+s) (+). 


INDICATION. Faire appel à l'inégalité In (1 + x) Lx (x > 0). 
707. En appliquant le critère de Cauchy, montrer la convergence 
de la suite 


{ 
Tnt ++ 


n? 


æt la divergence de la suite 
1 1 
Tan=l+s +... +. 


708. Une suite {x,} est appelée suite à variation limitée (suite 
bornée) si 14 >> 0 tel que 


[Lo — Di + ]Xs — Ze | + ss. + [tn —Xn1 1 < M 


pour tout nombre naturel n => 2. 
Montrer qu'une suite bornée est obligatoirement convergente. 
n 


SOLUTION. Adoptons la notation yn — >», [xs — x; |. Si la 


j=2 
suite {1,} est bornée, La suite {y,} sera majorée par le nombre M 
æt sera croissante. Pour cette raison, la suite {7,} converge. 

En vertu du critère de Cauchy, Ve => 0, | Yn — Ym | < E& pour 
n, Mm>n (E). 
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Ensuite, 
n 
Tan —Tml = 4 > (Tj — tj) < 
J=m+i 
ni 


< >» Qi Tail Un — Yi fn > m). 


j=m+ 
D'où, en appliquant toujours le critère de Cauchy, on conclut que 
{x,} converge. 

Ïl est à remarquer que la convergence de la suite {x,} n'’im- 


plique pas obligatoirement qu’elle soit bornée (2, — ET — 0, 
n n 
mais D [tj —z;il & Ÿ —). 
F2 j—1 
709. Etablir si la suite {2 | admet une limite quand 
lim x, —a. 


710. Qu'est-ce qu'on peut dire de la limite de la suite {x,y,} 
Si Zn — 0, alors que y, est une suite quelconque ? Donner des exem- 
ples. 

711. Si {x,y,} est une variable infiniment petite, est-ce qu'on 
peut dire que l’une des variables {r,} ou {y,} est infiniment petite 
elle aussi ? Examiner l’exemple x, — 1 + (—1)", y, = 1 — (—1}*. 


712. Sizn— a, alors £, — (6 +... + zx) — a. L'assertion 


inverse n'est pas vraie. Examiner l’exemple x, = (—1)". 

713. Former les exemples de suites suivants: 

1) une suite admettant comme limites partielles les nombres a 
et b donnés ; 

2) une suite qui ne possède pas de limites partielles finies ; 

3) une suite qui n’admet qu’une seule limite partielle finie sans 
être convergente ; 

4) une suite qui admet comme limite partielle tout nombre réel. 

714. Montrer que: 


1) lim su (ty + yr) & lim on Z, + lim Sup ÿ;; 


no k> kR> No k>n 
2) lim int (ty + Yr) > lim inf % + lim inf y. 
no k>n ni + 00 R>n n— 00 Ron 


Donner des exemples où les relations ci-dessus sont dotées de 
signes d'’inégalité stricts. 

Trouver le domaine de définition Æ de la fonction y = f (x), de 
même que l’image Æ, = f (Æ) de l’ensemble Æ obtenue par la fonc- 
tion f: 

715: y — 22/(2 + 2°). 716. y — V 4x? — xt. 

717. y = V/cos 2°. 718. y — Arcsin (2 — x). 


| 
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719. y = Ig ( — Zcos x). 720. y — (—1}x. 

Trouver l’image E, = f(E) del ble E obtenue à l’aide de 
la fonction f si: 
721. y — 2°, E — [—3, 2]. 722. y = 2 |x |, E = ]—1, 3]. 
ee =2|x|,E - {A{<]|r|<3}.724.y = Vzx-—ù,E = 
0, {L. 
725. Trouver f (1), f (2), f (x + 1) si: 


—— 


— ZT 


1) f(x) = Tr: , 2) f(x)=x—x?; 3) j(x)= sin +. 


726. Trouver f (x) si: 1) f(x+1)=2?2— 39x19; 2) 1(5)= 22, 
Construire les graphes des fonctions suivantes: 

727. y = x + = (c’est une hyperbole). 

728. y — A/(4 + x?) (c'est la courbe d’Agnesi). 

729. y —= x° + _ (c'est le trident de Newton). 


730. y — 731. ne 

732. y = sinax, à — 2, 3, — _ _. (0 L'rL2n). 733. y — sin 2°. 
734. y = Arcsinx, [x | 1, Iy1<<- 

739. y = Arccos x, [zx | <L1, 0<Ly< a 


TT 


736. y — Arctg x, —o << x << 00, pe 
737. y — Arcsin —. 738. y = Arctg —. 


Étudier la continuité uniforme des fonctions suivantes sur les 
ensembles ne 


739. f(x) — = PO 2 << 1 


to 


740. f() == y —I<LTI<3. 


— 7° 


741. f(x) = = = ,O<z<n. 742.7f(x)=zxsin x, 0Sr<oo. 


743. f (x) = x, 
Trouver les dérivées des fonctions suivantes : 


744. y= EE 745. y —=cos 37 —3 sin x. 


746. y=e* (A+ cotg ). 747. y=Arcig 


748. y—log,e. 749, y=iln (ch x) + ne 
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790, y — Arctg (thx). 791. x —1 1 2 
y=| —3 > 9 
—2 —3 zx+i 
752. x ax? a 753. 2x? x zx 
y= 1 2x 3x2|. y=|] 2x 3x? A4x$ |, 
0 2 6x | 2 6x 127? 


754. Trouver f'(a) si f (x) — (x — a) æ (x), où œ (x) est continue 
pour z = a. | 

SOLUTION. Etant donné que ® (x) n’est continue qu'au point 
x = a, il n'est pas possible de calculer formellement la dérivée de 
la fonction / (x) en tant que produit de deux fonctions. On part alors 
de la définition de la dérivée: 


_ 1 ie _ (x—a) p{x)—0 
f’ (a) FU lim - 


XX a 


im 9 (9-9 6 


7595. Quels sont ee nombres naturels n pour lesquels la fonc- 


2° sin © 2. æÆ 0; 
tion jo={ ci 
, : Tz=Ù0;: 

1) est continue pour x = 0; 

2) est différentiable pour x = 0; 

3) admet une dérivée continue pour z = 0? | 

756. Est-ce qu’on peut dériver terme à terme des fonctions liées 
par le signe d’inégalité ? 

757. Quels doivent être les coefficients a, b, c pour que la para- 
bole y = ax? + bx + c soit tangente à l’axe Ur? 

758. Quelle doit être la valeur du coefficient à pour que la para- 
bole y — ax° soit tangente à la courbe y — In x? . 

Trouver la dérivée y; des fonctions ci-dessous données sous forme 
paramétrique : 

7459. x = acost, y = bsint. 760. x = acht, y = bsht. 

Calculer les limites ci-dessous en appliquant la règle de 
L'Hospital : 

761. EF ch x—cos x 762, lim cos (sin x) — cos x 


LS .æ2 FR xt : 
763. lim (x). 764 lim (ner, 


x+0 
REMARQUE. Si limlnz(x)=k, alors limz(x) — ex. 
Xe x+0a 
1 
765. lim (AEE | ©, 
“A 


x+0 


126 ANNEXE 


Trouver les dérivées et les différentielles d’ordre indiqué: 
766. y = x V 1 + x?; trouver y”. 


767. y — tg x; trouver y””’. 
768. y — In f(x); trouver y” (ici f (x) > 0 est une fonction 


deux fois différentiable). 


769. y == x°/(1 — x); trouver y). 

770. y = x?/(1 — x°); trouver y”. 

771. y = & cos x; trouver y(*. 

772. y = x°; trouver dÿy. 

773. y = ch x:cos x; trouver dfy. 

774. y = [u (x)}?; trouver dy (on considère que la fonction uw (x) 


est différentiable un nombre suffisant de fois). 
775. y = Inu (x); trouver dy. 
776. y = f (x), où x = v (ft); trouver d°y. 


777. y= SE : trouver y(), 


cx +-d 
1 
ER (1) 
7178. y ir: trouver y(, 
REMARQUE. Mettre la fonction sous la forme y= + r— 


779. f (x) = (x — a)" (x); trouver f(”(a), où œ (x) admet une 
dérivée continue d'ordre (7 — 1) au voisinage du point a. 
780. Montrer que les polynômes de Legendre 


1. dn(x2—1ÿ 
2n! dx 


P, (x) = (HUE 509 


vérifient l’équation 
(A — 27) Pr (a) — 2xPn (à) + n (n +1) Pa (à) = 0. 
INDICATION. Si u (x) = (x? — 1)", alors l'égalité 


(x? — 1) _ — 2nx u 


est valable. Dériver (n + 1) fois cette égalité. 
781. Montrer que les polynômes de Tchébychev 


= Cos (n Arccoszx) (n—1, 2, ...) 


l; (x) = _—_. 
vérifient l'équation 
 — 2°) Ta (x) — x Ta (x) + n° Ta (x) = 0. 


782. Vérifier que les fonctions 


f(æ)=Arctg TE et g(x)=Arctez 
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admettent les mêmes dérivées sur l’ensemble £ = {—o << x < ©, 
AL}. 

Etablir la relation qui existe entre ces fonctions. 

783. Démontrer l'identité 

3 Arccos x — Arccos (3x7 — 41°) = [lz | < +) 

Développer en série de Taylor les fonctions suivantes : 

784. y = sh x. 785. y = ch x. 

786. Indiquer les valeurs de x pour lesquelles l'égalité approchée 

x? 


cos x = 1——— 


est vérifiée à 0,001 près. 
787. En utilisant les développements suivant la formule de 
Taylor, trouver les limites ci-dessous : 
ne. : . __ 3/4 3 5 
1) lim SHARE ES, 2) lim sin (sin x) nl CE 
x—0 è X—+ () 


Déterminer les parties où les fonctions suivantes sont stricte- 
ment monotones: 


788. Ye Ts (a>>0). 789. y — 


790. y = ar — br (a>0, b>0). 


(b> 0). 


a — 
1 + b?x? 


791. y—=xesx*+bxtc, q, b, c étant des nombres réels arbitraires. 
Trouver les portions de convexité et les points d'inflexion des 
fonctions suivantes : 


792. y=ar—b À (a>0,b>0). 793. y=xe* (bZ 0). 
Etudier les extrémums des fonctions suivantes: 


; 1 
794. y = ext (a>0, b>0). 795. y T7 (b> 0). 
796. y—(x—a}(x—b} (0<a<b). 
Construire les graphes des fonctions ci-dessous : 
1 


——+ 


798. y—(x—-a)jer, a > 0. 


4 


797. Ve 


Problèmes concernant le chapitre 2 


Trouver les intégrales suivantes: 


dx dx 
799. Î He. 800. ee 


801. Er 802. | _ 


a?x? + b? a?x2— bp? ° 
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803. nr 804. = 
805. | TRES 806. | (er +e) dz. 
807. | HE dr. 808. | HE dr. 
809. | Sr dr aZ0, b0). 
SOLUTION. 
b 
1e jte =f a 
er 
ne 
ET RE 


Si les nombres a et b sont de même signe, alors 


4 u 4 ax? —b 
Î=——— Arctg —————— Arct — , 
V2ab É V 2ab V 2ab TE 


Si a et b sont de signes différents, on a 


[ — f du =. | du __ À u— V2 jab| = 
u?—2 |ab| u2—(V2/[abl}? 22 ]al u+ V2 labl 

… 4 ax?— zx V2 |ab] —b | 

_ 2V2læl axt+zx V2lab|—b | 


810. { xV ar Tbdr (a0, bO). 
811. | sin? x dt. 812, | cos? x dr. 
813. À cosiz dr. 814. | ché x dx. 


dx 
815. À ——+ ad — bc (0) da, c sont des nombres 
V'(ax—b) (cr —d) L cab 
positifs, alors que b, d sont des réels quelconques. 
SOLUTION. Effectuons la substitution ax—b—fu?, où f— 


— (bc— ad)/c, d'où 
=? +12, dx = 92 À ydu, CT — = f({+ut). 


a 
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Donc, 
| EE | a 
V' (az —b) (cr — d) “ vf : L (4 + u?) 
2 du 2 du 
= — sgn f a — Sgn © — 
a | V — VTT ac | Vi+ u? 
nn. Ar ne eee 
ne - sen jf : Argsh u — V sen Argsh V/ + 
En qualité de primitive de la fonction AS on peut éga- 
U 
lement prendre la fonction In [u+/ 1+u2]. 
816. | atch 2 da. 817. | Arcsin x €. 
“A 
818. | (Aresinz)2dx, 819. [ eV * Az. 
dx 1—2z+zr 
0. PO AM à 2 e pe —— 
7 | (A— x)? Vi—zx? Fe Vi+z-—r ds 
822, rm. (effectuer le changement tgx—t). 


Calculer les intégrales définies suivantes : 


TI 
8 2 
823. | Vr—Ad. 824. { sins x da. 
T 
Fa 


Æ= 


ML 
n 


TT 
4 x 
825. à cos ada. 826. | cost dt. 
; 
2 


Trouver les limites des sommes indiquées au moyen d’une 
intégrale définie : 
; { { { 
827. lim {+ et). 


SOLUTION. Mettons la somme donnée sous la forme 
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On voit que c’est la somme intégrale (de Riemann) de la 
sur [0, 1] lorsque l'intervalle [0, 1] est sub- 


fonction y — — 


divisé en parties égales, les points étant choisis +. 


Sur l'intervalle [0, 1], la fonction y — — est continue, donc 
elle est intégrable au sens de Riemann. Dans ce cas, toute 
somme intégrale de la fonction = tend vers l'intégrale 

1 


. ; 4, | 1 
définie de cette fonction, c’est-à-dire vers | = — In ({+x) ee 
0 
— ]n 2. 
Ainsi, 


d 
im D — = | ee — 


PRES 


828. lim (— ++ +). 


Tr 00 
9, 1 | Las 
52, lim} ru 830. lim 2 TT. 
k=1 


831. im D pla+ + (b—a)), 
NN — 00 
où œ (x) est une Lu. continue (ou tout simplement intégrable) 


sur 1 b]. 
Calculer les intégrales impropres suivantes: 


832. ri. 833. EE 
di | 


1 


dr 


834. | = e"* cos ax dx. 
. L 


839. 


O3 $ 


Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes : 


5 dx 
836. | ÆULep ? a>0, 6>0. 


Î 


f zT Arctg x 
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Problèmes concernant le chapitre 3 


Calculer les déterminants suivants : 
838. |[a? 4 c? 839. | ax a?+zx2 1 


a b c|. ay a+yè A. 
14 b1 az a+z3 1 
840, | 1 { 1 841. |1+a 1 { { 
4 1+a 1 |. 1 1 +b 1 1 
{ { 4 +b { Î 1+c { 
1 1 1  i+d 


842. |x+y y L 
x TZ + y y 


y L T+Y 
843. Prouver l'égalité 


1+xiy, 1+axiy 1+axiuy: 
LEtys 1+tys 1+xys | = 0. 
L+asys l+asye 1+ xs 


844. Trouver la valeur de x figurant dans l'équation 


x? 3 2 
æ —14 11—0. 
(ù 1 a 
Résoudre les systèmes d'équations suivants: 
845. x + y + Z=0 
z+ (L + a)y + «= | 
+ y+ (1 + a)z=0 


846. 5x + 4z+2t—3 

x—y+22+ t—1 

4x + y + 2z — À 

xz+y+. z+ 1—0 

847. x— 4y+ 2z—1 
2x+ 3y— z—=13 L 

J3x — 11y -+ 41z — 88 
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2æ— y— z—=1 
x + 3y + 4z — 6 
849. Trouver le rang de la matrice 
0 —a —b —d 


848, zx+2y+3z—5 | 


F a O —ce —e 
UD oc (0 (Q 
d e 0 0. 


850. Calculer les produits AB et BA des matrices suivantes: 


4 2 3 ° 1 2 
a-(s { 1  - { ) 
4 3; \4 3 1 


851. Trouver l'inverse de la matrice 


4. 12 7 
af { | 
4 7 6 


852. Résoudre l’équation matricielle 


4 12 7 1 12 
( 1 js ( 1 ] 
4 7 6 4 31 


Tia Lio Li8 
X —|Zoy Too Lol. 
Lay Tao Las 


Problèmes concernant le chapitre 4 
Déifnir les domaines d'existence des fonctions suivantes: 
853. u—1/V r2+y?—1. 854. u —V sin (x? +y?). 


855, u=In(z+y). 856. u= 1] + Hop s. 


Trouver les lignes de niveau des fonctions suivantes: 
857. z — 22 + y? 858. z — 1/(x? + 2y?). 
859. z — y — 2x°. 
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860. Trouver la distance qui sépare les points (1, 7) et (4, 3) du 
plan. 
861. Trouver la limite de la suite de points 


M= (+, (1++) (&=1, 2, ...). 
862. Soit 
À, y >0, 
1+z+y, y<0. 


Etablir les ensembles sur lesquels la fonction ci-dessus admet 
des limites aux points (x,, 0), où x, est un nombre réel quelconque. 
863. Indiquer les directions suivant lesquelles la limite 


f (x, n=| 


er 7 ( FTP | 


est finie si z — p COS @, y = p sin p. 
864. Déterminer l’ensemble Æ sur lequel la limite 


e L 
lim — un 
x>0 Sinxz siny 
y—+0 


existe. 

865. Etudier la continuité uniforme de la fonction 2— 
= Vi + dans le plan R,. 

Trouver les dérivées partielles de premier et de deuxième ordres 
des fonctions suivantes : 

866. u — 2% + yÿ — Sxr°y?. 

867. u — x sin (x + y°). 

868. Vérifier la validité de l'égalité 


ê?u ô?u 


Ôx Oy  Oy Ôx 
si : 
1) u—x?—2xy—3y?; 2) u — Arccos V<. 
869. Est-ce que f:,(0, 0) existe si 


4 
f( »-{ mp +70, 
| 0, x =y—0? 


870. Une fonction f (x, y, z) est dite homogène de puissance (ou de 
mesure) m si Vt => 0, f (tx, ty, tz) — t"f (x, y, z). Montrer qu’une 
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fonction dérivable f, qui vérifie l’équation 


Xfx Yfy 2]; = mi, 


est obligatoirement une fonction homogène de puissance m. 

Trouver les différentielles de premier et de deuxième ordres des 
fonctions suivantes : 

871. u — xy + y*. 872. u = xy + yz + xz. 

873. Montrer que, si u — V x? + y? L z?, alors d'u > 0. 

Ecrire les équations du plan tangent et de la normale aux points 
indiqués pour les surfaces suivantes: 

874. x? + y? + 72 = 169 au point M, = (3, 4, 12). 

875. ax? + by? + cr —= À à son point M, = (x, Yo, Zo) (C’est- 
à- e arf + byi + cz, = 1). 

876. Décomposer un nombre positif donné p en trois facteurs de 
façon que la somme de leurs inverses soit la plus petite possible. 

877. Décomposer un nombre positif donné p en trois facteurs 
(p = xyz) de façon que la somme x + y? + z? soit la plus petite 
possible. 

878. Trouver le parallélépipède rectangle de volume donné V 
dont l’aire de la surface est la plus petite possible. 

879. Soit le paraboloïde de révolution 


3 = 4 — à? — y? 


_ Inscrire dans ce paraboloïde (dans son I° octant) un parallé- 
lépipède rectangle de volume maximal si: 

a) sa base inférieure est disposée dans le plan zOy ayant un de 
ses sommets à l’origine des coordonnées ; 

b) ses faces sont parallèles aux plans de coordonnées ; 

c) un des sommets de sa base supérieure se situe sur la surface du 
paraboloïde. 

880. Soit le paraboloïde elliptique 


262 À y. 


Inscrire dans ce paraboloïde (dans son [°° octant) le parallélé- 
pipède rectangle de volume maximal si ce dernier est disposé comme 
indiqué au n° 879. 

881. Trouver le réctangle de périmètre donné 2p dont la rotation 
autour de sa base engendre un corps de volume maximal. 

882. Considérons un trapèze curviligne borné par la courbe 


bat (0<r< 2). 


Trouver le trapèze curviligne de ce type dont b? _ — p (p est 


un nombre donné) et qui, en tournant autour de l’axe Ox, engendre 
ün corps de volume maximal. 
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883. Sur l'intervalle [1, 3], substituer d’une façon approchée à 
la fonction x? une fonction linéaire ax + b, de façon que l’écart 
absolu 


A = max [2x —ax —b|] 
\ 1<x<3 


soit minimal. 
SOLUTION. Trouvons la valeur maximale que prend la fonction 
f(x) = 2? — ax — b sur, 3]. On a f (1) — 1 — a—b, f (3) — 


=9—3a—b; f(x) =2r—a—0 pou x =+(2<a< 6); 
(5) =-$ 0. Il est évident que À = max {|f (1) |, | f (3) |, 


| (5) |}. Etant donné que nous devons minimiser la grandeur À en 
fonction de a et de b, choisissons ces derniers de façon que f (1) = 
— f (3), c'est-à-dire 
1—a—b—=9—3a—b, a = 4. 
Maintenant, 
À = max {3 +b|, [4 +b]}. 

On voit que la valeur minimale de À sera obtenue lorsque 

1|3+b1—=14+0 |, c’est-à-dire pour b — —3,5 (Ain 2 5) 


de 2 
Donc, sur l'intervalle [1, 3], parmi les fonctions linéaires de la 
forme y — ax + b, la fonction y — 4x — 3,5 est la plus proche de 
la fonction y — x°. 
884. Résoudre un problème analogue au n° 883 pour la fonction 
2° sur l’intervalle [1, 4]. 


Problèmes concernant le chapitre 5 


885. Montrer que la variable 


—Ïinn 


& 

S 

I 
[MA 3 
ml 


admet une limite. 
SOLUTION. Pour commencer, prouvons l'inégalité 


z+Ind—1< 0Lx<1. 
En effet, la fonction œ (x) — . In (1 — x) a comme dérivée 
Q' (x) — = <0O (0<zx<1). Donc, la fonction v (x) est stricte- 


ment décroissante et, étant donné que @ (0) = 0, on a (x) < 0 
(O0 <Lzx< 1). 
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En vertu de l'inégalité prouvée, la suite {x,} est décroissante : 


{ 
Ent Eng tn ET = 
4 1 
this )<0 Gt, 2...) 


—) Fe n>in(n+1)—Inn ln ÈS 0, Vn. 


C’est pour cela qu’en vertu du théorème de l'existence de la li- 
mite d’une suite bornée monotone, on arrive à la conclusion que 


n 
; ; 1 
lim x,, = imf Y a n | =C 
n > 00 11— 00 p—1 
ou 
LOU } 
»  =C+inn+ars 
k=1 
où &œ, —> 0, 
La limite C est appelée constante d'Euler (C = 0,577216...). 
Trouver les sommes des séries suivantes : 


(— 1) 1 
886. RER ++ 


ne 
ET. à ds 
or l’aide du critère . Cauchy la convergence des séries 
none 


coos” s n—+41: \n 
888. ] . 889. > (= cr). 
n— 
_ 890. En utilisant le critère de Cauchy, montrer que la série 
harmonique 


ste Et: 


diverge. 
SOLUTION. Pour tout n>1, on a 
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et le critère de Cauchy indique que la série harmonique considérée 
diverge. 


891. Montrer que la série > k=*In-6# 
=2 

1) converge pour & >> 1 et pour tout B: 

2) converge pour a = 1 et pour > 1; 

3) diverge pour & «<< 4 et pour tout. }ù 

4) diverge pour «a = 1 et pour ff < 


En utilisant le critère de Weierstrass, a. la convergence uni- 
forme des séries ci-dessous sur les ensembles indiqués : 


892. D (— << œ). 
1 


INDICATION. 


En (pre) Sfr) Se ire Cn 


894. DE me CES , [x| << 00, B>2(a+1), a >0. 
1 


INDICATION. 
n°x nV nhr? 1 { 
TR 
B,2  ,B/2 B,2), = ro 
1Hn x n (+n x?) | n 2 Virne An + 
895. Dr pr (20), a20, 650, p>0, g>0,9<p, 


p>+(1+a). 
INDICATION. 


q 


—— 


Æ = 
Pna(i+nbz) tin PP. 


nax? (1+ nôzx?)"t = (nbx?) 


896. 2 x?exp(—nx), 0Lx< oo. 


SOLUTION. Pour mettre en œuvre le critère de Weierstrass, il faut. 
trouver la borne supérieure précise de la fonction y (x) — gen > 0: 
sur [0, œl. Il est évident que y (0) — 0, lim y (x) = 0. 


X — O0 
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Trouvons les points stationnaires de la fonction y (x). 
On a 


y' (x) = (2x — na?) e7* = 0 
pour æ—0, 2 +; y (+) = et. 
Donc 


sup y(x) + Cr 
0LX< 00 


(e,e] O0 
æ « 1 #__e —_ Q 
La série 4 >» —re"? converge, donc la série D ae est uni- 


1 1 
formément convergente. 


897. > Arctg —— (|x| < oo). 


er 2 
Dédlonpes les fonctions suivantes en série de Taylor suivant les 
puissances de x: 
898. exp (—1*). 899. exp (2°). 


L D æx10 
900. 1) cos 2x; 2) cos?x: 3) Ar 


Problèmes concernant le chapitre 6 


Former l'équation différentielle pour la famille des courbes in- 
diquées : 

901. 1) y = cx?; 2) y = cx”, où Le est un nombre naturel. 

902. y = x" + CT. 903. x? Le ay? = 2cx, où a est un nombre fixé 
arbitraire. 

Trouver la solution particulière des équations différentielles in- 
diquées. avec la condition initiale: y ou — 4, 

004. zy° — y — 0. 905. xzy' + y 

906. z°y" + y — 0. 907. 2yx°?  — — ? + x?) dx. 

Résoudre les équations de Bernoulli suivantes: 


908. y = pour y(—1)—1. 909, y + xy = xyi. 


910. Définir la courbe y — f (x) passant par le point À — (a, a) 
si la distance entre l’origine des coordonnées et. la tangente à cette 
courbe au point (x, f (x)) est égale au module de l’abscisse du point 
susmentionné. | | | : | 

Déterminer à l’aide de la méthode de Newton (méthode des tan- 
gentes) les racines des équations ci-dessous avec la précision indi- 
quée : 


911. f(x) =2? + 5 —107—0 à 0,004 près. 
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912. f (x) = x + e* — 0 à 0,00001 près. 

Résoudre les équations suivantes: 

913, y — 37" — 4y = 0. 914. y" — 3y" + 4y — 0. 

915. Trouver la courbe intégrale correspondant à l'équation 
y" — y = 0 et qui a comme tangente au point (0, 1) la droite y — 
= 2x + À. | 

Résoudre les équations différentielles à second membre suivan- 
tes : 
916. y" — y — e*. 917. y" — 3y" + 4y — 2e *. 
918. y" + 97 + G6y = e-% + 'e-2x, 
Résoudre par la méthode de variation des constantes les équa- 
tions différentielles suivantes: 
ne À 1 LA — 
Résoudre les systèmes d'équations suivants: 


x+y—0, 
on. | ui 
z—y—3z— y —=0. 


+ 3x y 0, 
me, {tt / 


y — x +- y — 0, 

x" —4x + 4x—y—0,. 

PT A 2 z=x(t), y=y(t), ax 0. 
SOLUTION. On réduit le système à une seule équation différen- 

tielle par rapport à l’une des fonctions, par exemple, par rapport 


à æ(t). En différentiant la première équation deux fois et en por- 
tant les valeurs de y, y’, y” dans la seconde équation, on obtient 


29 — 8x" + (16 — a?) x — 0. 


Pour l'équation donnée, l'équation caractéristique est de la 
forme r# — 8r? + 16 — a? — 0. En résolvant cette équation, on trouve 
o= +V4+a, ra;= V4 —a. 

Si 0a<4, toutes les racines de l’équation caractéristique 
sont réelles et distinctes et la solution générale s’écrira 


TZ (£) = ce V #ta t + eV ktat Lee VE-at — cueV k-a t 


x (0) —1, y (0) = 1. 


923. 


Si a—4, alors r,,—=+V 8, ra=r,=0 et 
zt)=ce-Vêt+ceVEtLc,+ cit. - 
Pour a>>4, les racines r3,,=-+V4—a sont complexes : r,;— 
= iV a —4, r,=—iV a—4. Dans ce cas, 


z(t)=c;e-V état ce-V itat lc cost Va—4+c,sintV a —4. 
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La fonction y (t) est trouvée en partant de la première équation 


du système : 
y () = x" — 4x + 4x. 


Problèmes concernant le chapitre 7 


924. Etudier la continuité de la fonction 


1 
d 
Fray= |, 


où f (x) est une fonction continue et positive sur [0, 1]. 
925. Montrer que 


| F 
lim À LF(+R)— f (0 dé = 5 (2) —j (a) 
h—0 : 
si f (x) est continue sur [4, PB], où À < a < x < B. 
926. En appliquant la dérivation par rapport au paramètre, cal- 
culer l'intégrale 


ta 


=. Arctg (y tg x) 
F (y) = | EVE dr. 
0 
SOLUTION. La fonction f(x, y) de l’intégrande est continue sur 

l'ensemble D — {0 LI<+ , —4 Ly<a) pour tout a >> 0 fini. 
La dérivée partielle 

a 

07 1+ytg?z 
est continue sur D, ce qui rend possible la dérivation sous le signe 
d'intégration : 


IT 

. d 
LODE TT IrE 

0 


Calculons la dernière intégrale. En posant uw —tgzx, on a 


O0 


NT du __t ( y? _____ _ 
FO= pare er ed 
0 0 
y? ( du _ T 
_ y}—1 Pr | AUD 
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UV 


Soit y>=>0. Alors, en posant D son obtiendra 
| ° du _ 4 [ du 1 : DRE 
fr = | Ter y ARE 
0 


Mais si y<O, alors 


du 4 | dv EL 
| LHyiur y JO A1 2y: 
0 0 
Donc, 
F=sery 4x0), 


nn HU OÙ). 


Ayant en vue que F(0)=—0, l'intégration donne 


F(y)=<-sgn y ln (1+1|yl). 
927. Soient 


: ( tte" dt 
0 


la fonction gamma et 
1 
B(z, y) |tx-1(1— iv dt 
0 


la fonction bêta. 
Montrer que 


C'(a)T (y) 
TG) 7 ( #). 


DÉMONSTRATION. On a 
= L lqu-te-t-7 gi dr. 
û 

Effectuons le changement de variables 


t—u(l—v) | 


T—"1u. UV 
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Le jacobien de la transformation considérée sera Ten =u>0. 


Par ailleurs, 


t+rt=u (0O<Lu<o), v— Re 


Donc, 


00 1 
l'(x) l (y) = | ju 1(—u):-tuv-iuy-Îe "y du dv — 
0 0 


= vy—1 (1 —v)x-1 du — 


ux+y-le"t qu 


Ses 8 
es LE 


=T(x+y)B(y,z)=T(z+y)B(x, y), 


car il est aisé de vérifier que B({x, y) —B (y, x). 
928. Montrer que 


Tr (n ++) nos Cr" OV r. 


DÉMONSTRATION. Pour la fonction gamma, on a établi la 
relation (cf. [2], chapitre 2, $ 15): 
l'(x+1)= 2x" (x). 


En vertu de cette égalité, on obtient 


P{n++)=T(n-5+1)=(n—2)T (5) = 


Par ailleurs, 


CO 1 CO _ 

1 5 2. _ 

r{s)= {5 etdt=(t=w)= | 2 du — 2: = —V 7. 
0 0 

En substituant cette valeur, on aboutit à l’égalité requise. 

Calculer les intégrales suivantes: 

929. | ay dx dy si le domaine D est borné par la parabole 


A 
y? — 4x et par la droite x = 1, 
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930. | ( | zy | dx dy, où D est un disque de rayon 4 centré à 


l’origine des coordonnées. 
931. NNEZ dx dy dz, où D est un domaine borné par les 
D 
surfaces z = 0, y = 0, z — 0, 2° + y? + 2? — a? 
932. | | 4 QE dx dy dz, où D) est l’intérieur 
D 
de l’ellipsoïde 


933. Trouver l'aire de la surface bornée par les courbes 


y = p° + 2px, y —=p?—2px (p > 0). 


934. Trouver le volume du corps borné par les surfaces z — x? + 
+ y?, y = 2, y — 1,2 —0. 

935. Trouver les coordonnées x,, y, du centre de gravité d’une 
plaque homogène bornée par les courbes x? — ay, y — x — 2a. 
(a >> 0). 


Problèmes concernant le chapitre 8 


Calculer les intégrales curvilignes suivantes: 
936. { (x? + y?) ds, où C est la courbe x = a (cos t + {sin t), 


C 
y = a(smt—tceost), 0L1<2n. 
937. zy ds, où C est l’arc d’hyperbole x = acht; y —asht 


C 
U<LIi< to). 
938. (x? + a?y?) ds, où C est le cercle x — cost, y — sint 


. € 
(0 Li 27). 
939. Trouver la longueur de l'arc de la courbe gauche F x — at, 


y= y +a 2, z2—btû% (a>0, b=>0) compris entre les points 


0=(0, 0, 0) et A= (a, J/ + @b, b). 


SOLUTION. La définition de l’intégrale curviligne (cf. [2], cha- 
pitre 3, $ 2) montre que, si la fonction figurant sous le signe d’in- 
tégration est égale à 1, l’intégrale curviligne sera égale à la longueur 
de l’arc-de courbe le long duquel cette intégrale curviligne est cal- 
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culée. C’est pour cela que 


1 Â 
bee À ds= | Va? + Gad + Dos dt — | (a  3bt?) dt — a +-b. 
) 


r 0 


940. Trouver la longueur de la courbe 
ze tcost, y —=etsint, z—et (0<it< oc). 


941. Calculer l'intégrale curviligne 


| (xdy—y da), 
T' 


où: 1) l'est le segment de droite qui relie les points O = (0, O0) et 
À = (2, 4); 2) l'est l’arc de la parabole y — x? reliant les points O 
et À. 

Calculer les intégrales curvilignes ci-dessous après s'être assuré 
que l'expression figurant sous le signe d'intégration est une diffé- 
rentielle totale: 

(2, 4) (4, 2) 


942. À (œdy+ydr). 943. | Vds, 
(- À, 2) (2, 1) 
(a, db) 

944. | f(&+-y) (dx + dy), où f(t) est une fonction dérivable. 
(0, 0) 


945. | e* (cos y dx — sin y dy). 
(0, 0) 
946. Déduire les formules suivantes: 
1) grad (cf + cag) = « grad Ÿ + c, grad g, 
où c:, ©, sont des constantes ; 


| d f — d 
2) grad (2) = SERRE (p(a) 0, 2 (is... Ta); 


3) grad  [f] = #" (f) grad f, 


où 1 (ft) est une fonction dérivable d’une seule variable. 
947. Trouver grad UÙ (x, y, 2) si: 
HU=r; D U=f(, 

où r — x? + y? + 7°, f étant une fonction dérivable. 
948. Trouver la valeur et le sens du gradient du champ 


Ù (x, y) = ax? + by? — dry (a > 0, b>0, d>O0) 
au point À = (2, 1). 
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Indiquer les points auxquels grad Ü est nul et ceux où il est per- 
pendiculaire à l’axe Oy. 

949, Déduire les formules suivantes : 

1) div (ca, + ca) = ©, div a, + ca div &, 
où c, et c, sont des constantes; 

2) div (f-c) = grad f-c, 
où c est un vecteur constant. 


950. Calculer div (2) SOÙr—=Va+y +, r—(x, y, 2). 


951. Déduire les formules suivantes: 

1) rot (c;a, + Ga2) = ©, rot a, + €, rot a», 
où c, et c, sont des constantes; 

2) rot (Uc) = grad UX ec, 
où c est un vecteur constant. 

952. Calculer rot retrotrc,oùr — (x,y,z),r = V x? + y? + 72, 
C — (C,, Co, Ca) étant un vecteur constant. 

953. Etablir si le champ vectoriel indiqué est doté d’un poten- 
tiel U et trouver ce potentiel s’il existe: 

1) a = (5x°y — 4xy) i + (32° — 2y) j; 

2) a = (y +2, x +2, x + y). 

954. Parmi les équations ci-dessous, indiquer celles qui sont aux 
différentielles totales : 

1) (22°°+ y) dx + (3x + 4y) dy = 0; 

2) (ax? + by?) dx + (2cyx + y?) dy = 0. 

Résoudre les équations suivantes : 

955. (x + y) dx + (x + 3y) dy = 0. 

956. (22 + y? + 4x) dx + 2xy dy = 0. 

957. (y + 2) dx + (x + 22) dy + (x + 2y) dz = 0. 

En utilisant la formule de Green, calculer les intégrales curvili- 
gnes suivantes : 


958. | [(cx + y) dx — (x + dy) dyl, où T est l’ellipse x — 


F 
= acos ti, y = bsint; c, d étant des nombres arbitraires. 


A 


959. \ L(x + cy) dx + (y + dx) dyl, où F est une ellipse (cf. 


T 
n° 958), c, d étant des nombres arbitraires. 
960. Trouver l'intégrale [y dx + (1 + 2xy) dyl si les points 


AmB 
À et B se situent sur l’axe Ox, alors que le domaine D est borné par 
l'intégration suivant AmB et par le segment 4B. | 
961. Trouver l’aire S de la figure bornée par la courbe C 
T 


(2) +(4)=1 @>0, 8>0, n>0) 


a 
et par les axes de coordonnées. 
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2 2 
SOLUTION. Il est évident que x = a cos" @, y — bsin* Ÿ (0 ZT 
TZ p< +) est l'équation de la courbe C sous sa forme paramétrique. 


Pour cette raison, 
Â 
S—+ | (dy—yds), 
T 
où [l'est le contour constitué par la courbe C et par les segments cor- 
respondants des axes de coordonnées. 


On a 


(0 dy—y-0) ++ | (x-0— 0 dx) — 
0 


| (dy — y dx) = 
C 


S—+ | (x dy — y dx) ++ 


— 
a 


Q 
| FR Or © 


2ab 


lu À 
—Ssint  @-cos” 


EI 
2 2 2 
À 2ab — +1 | 
=Li(e cost  œp:sin® + 
0 


I 

à i 
= | [cosæ-sinçp]" do. 

0 


En effectuant le changement de variable sing—z, d— 


on obtient 


dz 
V1 = 


(cf. nos 927, 928). | 
Il est à remarquer que pour nr = 2, on obtient le quart de l’aire 


de l’ellipse (xab/4). 
Problèmes concernant le chapitre 9 
Développer en série de Fourier les fonctions suivantes: 


— <O, 
962. 1 (@) = | A ù a, b sont des constantes. 
br, OLzxz< nr, 
963. f (x) = x sin x dans l'intervalle (—x, x). 
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964. f (x) — | sin x | (fonction périodique). Trouver la somme 
de la série 


f 1 1 1 
HS at soatri 


965. f (x) — | cos x | (fonction périodique). 
966. Trouver le produit scalaire des fonctions 
f(x) =sin 2x, x) =cosx; 0<Lzxr<n. 
967. Trouver la norme de la fonction 
fa) =1—2, 0OLxr<2. 


Etudier la convergence uniforme et en moyenne quadratique des 
suites de fonctions suivantes : 
968. f, (x) — . =ÿ#t, Dre A. 


969. f, (x) — ee LE, 0OLrxi. 
SOLUTION. Il est aisé de voir que la suite f, (x) converge vers Îa 
| 0, 0OZzx<i, 
fonction 4 (x) — 1/2 Re à 


La convergence n’est pas uniforme, car 


: sup h(@=7 #0 pour n—> co. 
0Sx<1 


Nous allons montrer que cette suite converge vers la fonction 
Ÿ (x) en moyenne quadratique. Etant donné que la valeur de l’in- 
tégrale ne dépend pas de la valeur que prend la fonction en un point, 


il suffit de montrer que f, (x) converge vers zéro en moyenne quadra- 
tique : 


dx = (2 — 2) — 


2 \ 1/2 
| 
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Problèmes concernant le chapitre 10 


971. Résoudre par la méthode de Fourier l'équation des oscilla- 
tions transversales d’une poutre 


04 6? 
Er + —0 (OSz<l, t=>0) 


avec les conditions : 


_ _n. ôu(0, ft) ôu(l, ti) 
u (0, t)=u(l, t) —0; gx TG = 0, 
qui montrent que les deux extrémités de la poutre sont encastrées ; 
ôu (zx, 0 
u(xz, 0)—f(x), LEO LP(x). (1) 


SOLUTION. Tâchons de trouver une solution de la forme 
u (x, t) = T'(t)-X (x). 
En portant cette fonction dans l’équation, on obtient 
XG) TU) 
T 


= — 


De cette façon, nous avons obtenu pour les fonctions X (x) et 
T (t) des équations différentielles ordinaires. 
Pour l'équation 


=M>0. 


— 


X( — X4X = 0 (2) 
l'équation caractéristique est de la forme 
ren: 
En résolvant cette dernière équation, on obtient quatre racines dis- 
tinctes: r;, — —À, ro —=.À, ra = —ih, r, = ik. Cela fait que la so- 


lution générale de l'équation (2) soit 
X (x) = a, ch Àx + a, sh Àx + b, cos Az + b, sin Az. 


Les conditions formulées du problème demandent que la fonction 
X(x) vérifie la relation 


X (0 X (l 
xX(0)=x()-20 2-20 0 (3) 


Compte tenu de (3), pour x = 0, on tire 


b, = —a,, b, — —a. 
Donc, 


X(x) = a,(ch Àx — cos Àx) + a,(sh Àz — sin Ar). 
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Par ailleurs, en utilisant (3), pour x = !, on tire 


a, (ch À — cos Al) + a, (sh À! — sin A7) —0 | 


4 
ha, (sh AI + sin À!) + Aa, (ch Al — cos AZ) — 0 () 


De cette façon, nous avons obtenu un système linéaire homogène 
pour la détermination des coefficients a;,, à,. Pour que la solution 
du système (4) ne soit pas triviale, il faut que le déterminant de ce 
dernier soit égal à zéro: 

ch A — cos Al shAl—sinAl |. 
A(shAM+sinM) A(chAl—cosAl)| 
ou 
ch Al.cos À — 1. (5) 
L’équation (5) admet un nombre dénombrable de solutions positives 
Rise es Me 


Maintenant, pour déterminer les coefficients a,, à,, il suffit de con- 
sidérer une des équations du système (4). En supposant a, arbitraire, 
on trouve a, (pour À — À,). Dans ces conditions, c’est la fonction 


X, (x) = (sh Al — sin À,l) (ch hr — cos À,x) — 
— (ch À, — cos À,l) (sh Ant — sin À,x) (6) 
qui correspond à la valeur de À,. 

Ainsi, les nombres À, représentent les valeurs propres, tandis que 
XA (x) sont les fonctions propres (correspondant à À,) du problème 
aux limites (2), (3). Les fonctions X, (x), ..., X, (x), .… for- 
ment un système orthogonal sur JO, if. En effet, 

X@) aix =0 
XÉ REX = 0 
En multipliant la première et la seconde équations respective- 


ment par À, et par X, et en retranchant la seconde équation de la 
première, on obtient 


XOXp— XÉVXn + (An — At) XaX n = 0 
ou 


d 17" ’ ” 
XX XXE — + [XEX, AXE NE UN) XX 0) 
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L'intégration de cette équation sur [0, {| donne, en vertu des con- 
ditions (3), 


1 
| X,(x)X,(æ)dz—0 (k=n). 
0 


Calculons encore l'intégrale du carré de la fonction X, (x): 
l 


1 
| X2 (x) dx =" \ X, (a) X (x) dx = 
(1) 0 


l 
SX, GX" (fl — À X4 (0) 4" (@ de | = 
0 


l 
= it | X; (2) Xi (0) dr — 
0 


[ l 
= x 2x5 (| SP de] at | IX de. 
0 0 
Ensuite on trouve 
l | : 
ur ordr= [2x (| —2 | zXù (a) X3 (2) de | 
0 | 0 
l 
—1[X; (0)? — 2 | 2X 2 (x) XL (x) dx. 


0 
Calculons l'intégrale 


xX, (x) À" (x) dx — 


On es 


l 
= À Lex (0) XX (eo —Xû (Xi (e)—2X x (x) Xn° (œ)} de = 
° l l 
— \ X,X4'" dæ— À Î zX!,X, dx = 
0 0 

l l 
+ | [ [XAXS] —(X3}} de | zX,X! dr = 

0 0 


l l 
; Î [X 12 de —hÀ (ex, X4 dz. 
0 0 
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On obtient ensuite 


l 
L (4 
= Xr [X, —2X!] dx — 


l 
| 2X X dr [X,]? 
0 


(=) 


l 


4 


— 0 — \ [X,,]2dx — TX: Xe dæx, 


On a maintenant 


l l 
| EX de = nt (X5 (Die —2Ant | À LES (ae de + 
0 


© 


U l 
+LM Î Xl de | = Un [X, (D —3 | IX, (x)l? dx, 


0 0 


l 
| LA (Ie de = 2 At [AR (DIE 
Ù 


Continuons maintenant la résolution du problème initial. Pour 
À = À, donné, la solution de l'équation 


T" (t) = —NiT (t) 
s'écrira 
T,tt)=c,cosAft+d,sinAnt (n—1,2,...). 


La solution générale du problème initial prendra donc la forme 
u (x, t) — > (c, cos Añt + d, sin At) X, (x). 
Les coefficients c, ne sont trouvés en partant des conditions 
” L l 
17) Xn (x) dx an | f (2) Xn (x) dx 


Ho D AU * 
Î LXn (x)]° 4z É 
|) 
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l l 
ÎF(&)Xn(a)dr 4M | F(x) Xn (x) dz 
= | MARS LES SE 
tu _ JEAU)E 
M2 | [Xn (x)? dx 
0 


Naturellement, nous avons supposé que les fonctions f (x) et 
F (x) satisfassent aux conditions du théorème de Steklov (cf. [2}, 
chapitre 9, $ 10). 

Remarquons que 


[X x ()12= 4h (sh À,! — sin À,1)2. 
972. Résoudre le problème n° 971 à condition que 
fa)=2X,&+3X;4@), F(H=0 O<r<i. 
973. Trouver la solution de l’équation de la chaleur 
mi (—n<z<n, t>0) 
LT”; 
avec la condition initiale 
u (tx, 0) = f(x) = ax (—-n<z<n) 
et la condition aux limites 
u (En, t) = 0. 


Problèmes concernant le chapitre 11 


974. Trouver les parties réelles et imaginaires des nombres com- 
plexes suivants: 
1) z = (2 + 3i) (3 — 2i); 2) (c + di); 
3) z —= (a + bi); 4) z =! ne 
975. Construire les ensembles des points z vérifiant les inégalités 
suivantes : 


1) 121<3; 2) |z—i|<i1; : lz|<3, + <Argz<n; 

4) 1z21=3,;9)2<12—i|< 

976. Trouver la détermination Re des logarithmes sui- 
vants : 

4) In (—2); 2) In ( +i); 3) In (x + yi). 

977. Trouver les sommes suivantes: 

4) sin x + sin 27 +... + sin rx, 2) = + cos x + cos 2x + … 
... + COS AT; 

3) cos x + cos 3x + ...+cos (27 — 1};x; 4) sin x + sin 9x +... 

. + sin (2n — 1) x. 
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978. Soit f (z) = u (x, y) + iv (x, y) une fonction analytique. 
Montrer que l'égalité ci-dessous est valable 


O4 GP = 41 (1 


979. Trouver la somme de la série 


z12 


S()=1+ + tr 


SOLUTION. Cette série converge uniformément sur tout le plan 
complexe et peut être dérivée terme à terme un nombre infini de 
fois, toutes les séries qui en résultent étant également uniformé- 
ment convergentes. 


On a 
8 7 1l 
SG É+É+E +... s0—0 
2 6 10 
Sp + ÉTÉ e S°(0)—0 
z 25 29 


S (z) =3rTSI T9": …, 5 (0) = 0 
SU (2) = 14 ++ . =S (2). 


De cette façon, la fonction S (z) vérifie l'équation différentielle 
SC (z) = S (z) 
et satisfait aux conditions initiales S (0) = 1,. S” (0) = S” (0) — 


— $S" (0) = 0. 
En résolvant cette équation, on obtient 


S (=> [ch z -- cos z]. 
980. Trouver la somme de la série 
73 FA 7° 


981. Trouver les sommes des séries suivantes: 


D LE, > EE (O0<zr< In). 
n=1 n=1 


SOLUTION. Conformément à la formule d’Euler, 


einx — cos nt + i sin nt 
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et il suffit d'étudier la série 


>. 1 einx 
n 
n=1 
Etant donné que 
| 1 
+= (mi di, 
0 
On à 
00 1 o0 À N 1 
> — és | an-ieine dé — lim Di Ni ler ai 
n=i n=1 0 AE à 0 
N 1 N ’ 
s : ÿ t 
= lim | D, in-teinx di = lim | D (teir)r = — 
O0 1 N 00 0 n l 
e i ixyN+1 ee N ,ÜN+1)x 
à F teix —(jeix : eix—t'e 
| —— dt= 
N 00 l— 1e Î N-»00 1—te 
1 ô _ 
: : r eix {Ne WUN+1)x £ ‘r° eix dt 
=lüimilim | EE dt tim | = 
Ô—+0 N+00 û 1— tei +0 Î— te 
1 
”  eix dt re 
= | TE = — \n ({—1e"*) = — In [{— cos x —i sin x] — 
0 
: : — sin z 
= —In|1—cosx—isinzx| —i Arctg de — 


nn 2 T  ; —) = 
= ; In sin 2 i Arctg | = 


— —<in 4 sin? + +: = (0 << r< 27). 


En séparant les parties réelle et imaginaire dans la série 


ex, on obtient 


s|= 


: 


sin pee: — LT 


CO [ee] 
> ee In sin? + —: 
1 1 


ANNEXE 455 


REMARQUE, On peut séparer tout de suite les parties réelle et 
imaginaire en partant de l'intégrale 


t 1 1 1 


Î AN 
= dt = | cos z—t dt+isine | dt 
e 


4—_ jei* -ix _ } J 4 —2t cos x +1? J 4—2tcos x +1?" 


Le calcul des intégrales aboutit au même résultat. 
982. Trouver la somme des séries suivantes: 


S (x) = » Hd? S, (æ)= » "31 (0LTr< 27). 
n=2 n=2 
INDICATION. 
1 
| 1 _ er n—2 _n 
n—1 (n+tl(n—1) 2 = ni] ÿ { (ë t”) dt. 


0 
Il faut étudier la série 


[ee] 
> 1 einx 
n?—1 . 
n—=2 


983. Trouver les sommes des séries suivantes: 


O0 O0 


_ cos nt … sin nx 
"hr mom @=2 m+a) (n+P) ? 


a>>— 1, B>—1, a £f. 


INDICATION. 
1 
- a ne ol. n 1 _n+B- 
(n+a) (n +P) = 5 | Las En FRA] dé, 


0 
Montrer à l’aide de la théorie des résidus que 


.: zdr __ T ” zdx x 
PAU | = ‘ow 1 Jex+1 12? 
0 ô 
TI 
2 
I4=(Insinzdr- +109, 
0 
JT 
2 
J, = | Incosx dx — © In2. 
0 
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SOLUTION. Considérons l'intégrale de la fonction f (z) — 7 


prise le long du contour T constitué: du segment [0, R] de l’axe Oz; 
du segment z2=R<+iy, OLy<n; du segment z — x + ni, 
OZz<R; du segment z = iy, 0 Lynn. 

Convenons que le contour [ est parcouru dans le sens antihoraire. 
A l’intérieur de l°, la fonction f (z) sera analytique, donc 


| zdz 
ez—À 
ou 
Vods | { Œ+mpidy , À (@+mi)dr , (iyia 
U 1y y z+ Ti) dx yidy 
art] eR+iv _1 +] en +) M0. (1) 
T 


Etant donné que 
(RH iy) à E R? +7? R?-+y? 


eR+iy_4 (eP cos y—1)2+e28 sin2y  e2R__2%Rcosy+i 
R? +7? 
= —— "#0, Ro (0Ly<LAH), 
el (e8 2 cos y) +1 Ce ) 
on à 


HA 


* (R+Hiy) i dy 
Ru À pour R —- co. 


« 


En passant dans (1) à la limite, pour R—- 0, et en séparant 
les parties réelles et imaginaires, on obtient 


y Sin y dy 


D'ici on trouve 


2 
+= ( 
C 1 d Û d a d 
ysinydy : DRE 2 258. 8e 
| 2(1—cosy) | = =: | ph) = ln2 


Il est manifeste que 


Lite | = (220) = + | v dv + 


e2x — 4 
0 


ANNEXE 


d'où 
1 
a? 2 
De l'égalité 1,+1=%, on trouve que = 
On a 
a a # 
Î y Sin y dy = (3 9 dy = 
d 2 (1— cos y) 2 sin 


IT 
2 

=2 | y ay =(y=u, cote y dy — dv) = 
0 


Es 
s 2 
—2 [y sin y 2 — | In sin v dv | — 2 

0 
Ainsi on trouve que 
pa 
2 

= {In sinv dv = —+In2. 

0 


Le changement de variable x— _ —t dans J, 
— La. 
9835. Montrer que 


O0 
5" 
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= | a dr _ 7 _ 
rs / ex +1 4120 
0 
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rè 

et L TI : 
TT 
2 

| In sin v du. 
0 

montre que 


986. Trouver l’image de Laplace de la fonction f(t) — 


=i (a>—1{). 
SOLUTION. 


p(p)=£Llif; pl= | e”Pita di. 
0 
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En posant pt =y, on obtient 


O0 


ar | eau Te +1), 
0 


P (P)=— 


où L'(f) est la fonction gamma. 

En particulier, six — n est un nombre naturel, alors L (nr + 1) — 
— n| et 
p(p)=ZLtt ; Det 


987. Trouver l’image de la fonction f (t) = t ch at-cos bt à 
l’aide du théorème de la translation et du théorème de la dérivation 
de l’image. 

En utilisant le théorème de l'intégration de l’image, trouver les 
images des fonctions suivantes : 


e7ax sin kx 
988. f(r)= TE | 
SOLUTION. 


TT ns k 
Sin AT e SAT EE: 


e”ax sin kxz | k dq … 
DOTE rs 
D 


+2 


T 


— Arcig TS Le — Arctg —_—. 


— Arctg —— Een 


= 
COS az — COS bzx 

989. f(x) = LS + 

Trouver les solutions particulières des équations différentielles 
ci-dessous satisfaisant aux conditions initiales indiquées: 

990. y’ + ay = b, y (0) = 0. 

991. y" + ay — f(x), y (0) = À. 

SOLUTION. Introduisons la fonction z (x) — y (x) — À qui véri- 
fie l'équation 


z' + a(z + À) = f(x) 


et qui satisfait à la condition initiale z (0) = 0. 

La solution de cette équation sera trouvée à l’aide de la formule 
de Duhamel. 

On résout d’abord l'équation 


z, + az — 1, 2, (0) — 0. 
Soit z.(p) l’image de la solution z, (x). Alors. 
| 1 


_ 5 1. = 1 1 _ 
PA (p+an(n=<, A()=5[s-], 4@=2 (4e. 
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Par ailleurs, 


z(p)= pa(p)| F(p)—< 4 |, 


où F (p) est l’image de la fonction f (x). 
D'après la formule de Dubamel, on a 


2(p)= PA (p) | F(p)—<+ A | 2 1f(x)— 24] 2 (0)+ 


nr 


[f(T) —aA] ea -0 dr. 


« 


+ {fm —aA1 2 (x 7) dr = 
0 


\ 


© 


D'où 
z (x) — Î f(T)e-a&-70) dr — Aer (ex __ 1) 
0 


et 


X 


y (x) — Ae* + \ e-atf(x—T) dt. 


0 
992. y" + 2y" + 2y = 0, y(0)=A, y'(0) BE. 
INDICATION. L'’équation auxiliaire est de la forme 
(p®+2p+2) y(p) —(4+B) p°+24, 
tn _A(w+1) A+B 
VO Gin Tor - 
993. Trouver la solution générale de l’équation 
y" — Sy + 2y —= (4x? + 4x — 10) ex, 
SOLUTION. Formons l'équation opératorielle 
p°y (p) — p°y (0) — py' (0) — y” (0) — 3py (p) + 8y (0) + 2y (p) — 
| Re dE 
OO (p+1$  (p+1  p+i” 


D'où l’on tire 
p?y (0) + py" (0) + y" (0) — 3y (0) É 2—16p —10p° 

(p— 1)? (p+2) (p—1)? (p+2) (p +1$ * 
Etant donné qu'il n’y a pas de conditions initiales, y (0), y’ (0), 


y” (0) sont des nombres arbitraires. En décomposant le second mem- 
bre de la dernière égalité en fractions simples, on obtient 


y (p)= 


Dee ee Le à jp ep 2 nn +, 1. 
= + me to Gp to pri 
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Dans le tableau des images, on trouve 
y (x) = ce +oxe* + ce * + (Lx —1)er 
994, Trouver la solution générale de l’équation 
y® + y" = cos x. 


995. Montrer que la somme de la série 


S= 2 (+1) p(r) 
est égale à 


LL. a f(x) emx dx 
S=(+1)" NET. 


où f(x) = (P). 


SOLUTION. 
S= S (+1) p(r)— > ( v” | e-"*f (a) dr = 


= (je D (Dre de | 7 (0) EE d. 
0 n=m 0 


Trouver les sommes des séries suivantes: 


996. !S — 3 


TT 
An pa appel à la solution du n° 995. Dans notre 
cas, m—iÀ, be + Il s'ensuit que jf (x) — 


n (n +1) n +1 
—4{1—e*, D'après Îles foules du n° 995, on obtient 


S = | (A— er) dr = —e*|® = 1, 
0 


L —A\n+l 
997. SD, =» 
1 1 
998 S= ÿ, +. S, _ > PT 
1 1 
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Résoudre les systèmes d'équations suivants: 
q 


999. y'— 3z—y 
PRE | y (0) —z (0) = 0. 


1000. y°—2y — 4z = cos x 
z'— y + 2z rap | y (0) — 2 (0) —0. 
1001. y'—2z—1: 
g=i—2y | y(0)=1, 2(0) =5é (0) —0. 
L'—2y —2z 
1002. y"-+ 270 


Pat À y(0)—z(0)=0, y'(0)—1, z' (0) —0. 


RÉPONSES 
CHAPITRE PREMIER 


8. a — 0,(1) — 1/9. 9. a + b — 0,(25) — 25/99. 10. À + B = [2, 6[, 
AB = 3, 5], AXB = [2, 31. 11. a) —31<r< 29; bzr< —7, x > 13: 
c) x << —3/2; d) 0 < x < 1/2; e) x K —3/2, x > 1/4. 12, a > —a si a > 0: 
—a > a si a < 0.13. a) b > 0; b) b L 0; c) b L 0; d) b > 0. 14. a) 1; b) 1; 
c) V/2/2. 16. 0. 147. 0. 18. 1/2 (cf. n9 1). 19. 1/3 (cf. n° 2). 22. Elle ne tend pas 
vers l'infini, car c’est simplement une suite non bornée. 27. 9/8; 1/6. 28. 2; 
— 30. 29. 0, 1, 1, 1; —1/6, 4/3, 1/3, 1. 30. —1, 0, 1. 32. INDICATION. Utiliser 


— À 622. 4 E=]-o, ol; E = ]0, 1]. 


HE], [0 LE] 


l'inégalité FC Led. 
35. E=| RAT 


96.4, — ETS (2), 2/4-Lat), (1-La2)/(4— 0). 


? 


2x? 4x +5 ? 
| __fsinzr, 0<Kzr< 7/2, ï : 
42. 0, 25; 2, oo. 43. f (x) — 1, D (fig. 43) ; 
0, 0OLI< TH, 
se SiINtz, n<r<3n/2, (fig. 44). 
— 1, x > 31/2 


44, a) 13 b) 2/3; c) 1/2; d) 35e) 4/3: f) O0: g) —1/16; h) 1/144; i) 1/ V 2a; 
j) 0. 45. a) 3; b) 2; c) 4. 46. co. 47. a) et; b) eÿ; c) 1. 48. a) 4; b) abIn a. 
49, La fonction est partout continue (fig. 45). 50. Si À = 2, la fonction f (x) 
est partout continue. Si À 2, alors x —1 est un point de discontinuité arti- 
ficiel (fig. 46). 51. x — —1, x — 3 sont des points de discontinuité de première 
espèce (fig. 47). 52. x — —1 est un point de discontinuité artificiel (fig. 48). 
53. x — —1 est un point de discontinuité de deuxième espèce. 54. Ex 


(4 = 0, +1, . ..) sont des points de discontinuité de première espèce (fig. 49). 
55. x — 1 est un point de discontinuité de première espèce (fig. 50). 56. x — 
est un point de discontinuité de première espèce si a 1 (fig. 51). 57. Ô & e/8. 
58. Ô < e/12. 59. (b — dy)/(cy — a). 60. 3x. 61. x. 62. f” — 3x? — 2, f' (0) — 
— —2, f" (2) = 10. 


TS AN. po 
68.) Ars (2> ): f” (0) =0, 


2 
Port. 6e RER Ge 0 
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Fig. 43 Fig. 44 


Fig. 48 


Fig. 51 


164 RÉPONSES 


65. a) 14 &@Æ0); b) Re re &>0): 
À (xl 1); d) nr à 
9 ae (el < al: 
p1H2VEt4 VEVat VE 0. 


8 VV a+ Ve 2+Vrt Va 


Ds ty (x > 0); h) —— (km, k=Û, +1, ...); 
i) SLT: L) TS — (2 2 < x, k est un entier ) : 
k) os (cos +)" Re AE exe” (14e) ; 

0 — (O<Irl <1). 


Vie 


1 2k+1 | 
ET A = . an —— 2 : 
66. nes (2 ; 5 ñ, k—0, +1, ….) . 67 2x exp (— x?) 


68. a) 2rcoszx?; b) sin2r; c) 21rt cos r'sin?r7; d) —cos x-sin (sin x); 
e) —2zxsinz?; f) —4r8 sin 214, 69. a) 1/ V'a—z? (a>=>0); b) a/(a?+x?); 


c) 4/V a+ xt; d) sgn cos x, zx x, k est un entier; e) —1/V a? xt 
(a 0); f) (3r2+1)e* °+x. 70. . (O0 <r—2kn < 1, k est un entier). 


1 


zInxin(inz) @>e); 


71. a) A + Arts z; b) À nt 2 (x LE 0); C) 


d = Uz1>1); 0 EN] E>— 13 D eos z (1z—2kn) < 

< n/2, kestun entier); g) — HSE {œ=>0); h) Les: ) > de 

GO: Da CAD 0 (lle): D Er à 

m) rte (en, k est un entier) ; n) Tr Arts 
1 


5425 ° 
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72, j’ a 2x—3, 1<r<2, (fig. 52). 
1: 2<rz<4 


4, x<O, 
73. f’ e-| 1 (fig. 53). 
ur 


7, VITE 7, othz. 76. a) 2zch(2241): b) 4825 sh?zt ch'at 
y  æ(1—z) 
77. (r+i)sh2(t+z+1) 78 a) 2thzæ/chz: b) 2r/cht #1. 


Fig. 53 


4 V'e+ Vi+z ; 
xch?(1+-In x) Vaa+a d) cothæ (zx=0); 
e) : shlnz (z2>0); f) —— - x, 9) (shz2)P* [sh x In shzx + ch x coth zx]; 


h) —(3shz)/ch4x; i) 2chzr/sh?zxz (x 0). 80. df(x)—(2z+1) Az: df (1) — 
—3Az; Af({)=3Az+ (Az); pour Az—0,1, df(1)—0,3, Af(1)=0,31. 
Le 


79. a) *b) Sie c) 


81. eX(1—tz)dx. 82. chzdr. 83. —zxshzx dr. 84. me (zx <1Â). 

; -#, x (3+ 2x?) 

85. à) (—2—+4rt)e"*"; b) LUS 87. 1207 drt. 88, e* TE + 
Dire 3 — 342 

++ + |. 89. y — + v == ren (A0 90. y’ = —cotgt, 

y" re sinÿ it) (tÆ kn, k . un entier). 91. y'—=t, y"—1/f" (t). 92. y’ — 
au dE —1 ( =£ 2kx, k est un entier). 93. a) y +11z—18—0; 


T—cost’ Ÿ —Asint (£/2) : 

11y—x+46—0; b) il n’y a pas de tangente commune. 94. p— Arctg2 y’2. 
= — 2 

95. p=n/4. 96. x/6. 98. a) c—1/V3; b) jt VS, VB,C:; 

c) c—1/V3, VA, B, C. 100. a) La fonction est strictement croissante 

sur | — oo, 1/21, étant strictement décroissante sur | 1/2, © |; b) La fonction 


est strictement croissante sur ]—co, 4[, étant strictement dècroissante sur 
[1, co [. 103. a/b. 104. 2. 105. 1. 106. 4. 107. 1/4. 108. 1. 109. a) e . 


b) 8 ; c) a/b; d) 3: e) —1/3:; f) 2; g) 1/3; h)0; ie-t; j 1; k)1;: be 
m) at(—{1+Ina); n) 1/n; o) CAL p) n/m; q) 1/2; r) 2/n; s) 42. 
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8 
111. tgame tt 28 0 (at) 112. j (= 142828 — À 48 + 0 (at). 


INDICATION. Utilisez le développement d'après la formule de Taylor pour 
la fonction e*. 113. 1n cos x — — 5 +0 (5). 114. sin (sin D) = 2 — + 
Ho (xt). 115. —1/12. 116. O0. 117. —1/6. 118. —1/2. 119. a) 2,718281 ; 


b) 0,017453; c) 2,236. INDICATION. Mettre le nombre V5 sous la forme 


V5=2 V” 1++ et appliquer la formule de Taylor pour le développement 


de la fonction (1+zx)" pour x —1/4, m—1/2; d) In 2—0,69315, in 3 —1,09861. 
120. a) Pour x — —1/2, on a un maximum, y (—1/2)—9/4; b) pour x—0, on 
a un minimum, y (0)—0; c) pour x—0, on à un minimum, y(0)—0; pour 
z—= + 1, on a un maximum, y(+1)=—1; d) four z=— —1, on a un maximum, 
y(—1)— —2; pour x—1, on a un minimum, y(1)—2; e) pour z—3n/4, 


V2 est/À 
ï 2 
(= elV4; f) pour z—0, on a un maximum, y(0)—1/4; 


g) pour x—1/2, on a un maximum, y(1/2)—1/4; pour x——1/2, on a un 
minimum, y(—1/2)——1/4; h) pour x—1, on a un maximum, y(1)—=0; 
pour æ—3, on a un minimum, y (3)— —4; i) pour xæ—#xn (k—0, +1, ...), 


77n UE 
5 POUr æ— ——,on à un minimum, 


on a un maximum, y (31/4) — A 


en à un maximum, y (kn)=(—1)# +; pour g=& À +-DHn (k=0, +1,.:.) 


on à un minimum, ÿ (+ an) = 2; j) pour œ= ++ 2kn (k—=0, 


4 ? 
+1, ...), On a un maximum, y (A otn) VS, pour g= + 2kn 


(k—0, +1, ...), on a un minimum, y (Etre) = IS 
121. a) 32 : 1. b) 10,1; 2. 122. 4d—7 V 2/8. INDICATION. Effectuer l'étude 
lux +21. 128 a) 2: 0: 


V2 
b) ( + y2)/2 > 1; 0. 124 a) x = 1 est un point d'inflexion; sur ]— 0, 
1f[, la convexité du graphe est orientée vers le bas ; sur ]1, of, Î la convexité est 
orientée vers le haut; b) x — + 1/ V2 sont des points d’'inflexion; sur 


1—1/V2, 1/21, la convexité du graphe est orientée vers le haut; sur les 
intervalles | x | > 1/2, la convexité que présente le graphe est orientée vers le 
bas (fig. 54). 125. a) L’asymptote inclinée y = ret l’asymptote verticale x = 0 
(fig. 55) ; b) l’asymptote horizontale y — 1 et l’asymptote verticale x = 0 pour 
z—+> +0 (fig. 56) ; c) l’asymptote horizontale y = 0 ( cf. fig. 54) ; d) l’asymptote 
inclinée y = x pour x —+ æ; l’asymptote horizontale y — 0 pour x + — 


des extrémums de la fonction y— 


(fig. 57). 126. a) x =: —1/3 est un minimum, y (—1/3) = — y 10; x — —1, 
x — 1/2 sont des points d’inflexion; y — —1 est une asymptote horizontale 
pour z — —o, alors que y = 1 l’est pour x — + (fig. 58); b) x — 0 est 
un minimum; x — —14 est une asymptote verticale ; y — 0 est une asymptote 
horizontale pour x —> —c ; le graphe présente une convexité orientée vers le 
haut sur | —co, —1 [, tandis que sur ] —1, | sa convexité est orientée vers 


le bas (fig. 59). 127. a) Voir fig. 60, l, ( > 1), To (—1 <t<1), Ps (t << —1); 
b) voir fig. 61, [1.(t> 0), l, (t 0). 128. a) Les côtés du rectangle sont 
ay2et bY2:; b) x — al/6;c) PB = 12 km; d)\a = dd V3, h—dy2/ V3. 
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129. Le rectangle cherché est un carré de côté 2. 130. lav + ub] sin 6 


… | pus cos 0 
INDICATION. Conformément au théorème des cosinus, la distance qui sépare 
les bateaux (cf. fig. 7) à n'importe quel moment t est donnée par la formule 


rt) = (a + ut}? + (b + vi)? — 2 (a + ut) (b + vi) cos 6. 


Fig. 60 Fig. 61 


Prendre le moment où les bateaux se trouvaient”aux distances a et b de leur 
point de rencontre comme t = 0. Ensuite, effectuer l’étude de l’extrémum de la 


2x \ 3/2 — az? + b2r°)°/? 


fonction r? (t). 131. a) p (14€ : b) C T 5 ©) 2 Vy. 
132. É— a(t — 3sint), n = 3a (1 — cost). ù 
CHAPITRE 2 
Pour simplifier l'écriture, les réponses ne contiennent pas la constante C 
133. PS 28 _ 42528 + 8028 — ++. 134. sine x. 


135. æ— Arctgzr. 136. r—cosr—+sinx. 137. slt 


? 
1+z | « 138. 2—+igr. 
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139. zxz—thz. 140. zx—cothz. 141. Arcsin z-+In | + YV1+z? |. 


142. D (@z—3n 0. 145. a) L Arctg V À: b) g— Bat as — Lt; 
c) aln rt d) SeVr-Sr VE +ÈVS: e) —z+3ln|z|+ 
His 0 À Vau+6); 9 Linti+s); D —2++im|i te); 

i) z+21n — : j) +2 LS ; k)achz+6shz;l) Sr 9) ; 


(Väz+ VIT); o —Lx 


m) MA A (z EX 2 TE 


NES p) ÉNES 144. —V1—x2. 


145. In(2+ex). 146. tigz—cotg x. 147. Cr 


148. In | cos x |. 149. 2 Arctg Vz. 150. — RE (2—5x)°/?. 
151 a |, Lim INDICATION. Diviser le numérateur et 
* 2(n3—In2) ge L2x | | ; 


le dénominateur par 2*3 et poser £=—(3/2}*. 152. a) —- © Va=2+in | r+ 

le d) ai— V2 
do d a" mit ye * 
e) Arctg e*: f) z—In (1+ Ve +1): g) + in z; h)In{sinx|; i)ln|th(x/2)|; 


+Vz—2]; b) TUHa ; c) 


j) 2Arctge*; k) + (Arte a} ; 1) ++ sh 2; m) ST sh 2e: 


1+2x 
40 


— ]n (1+e*). 153. z Arcig 2 In (4+- 22). 154. —(z+141)e-%, 155. zchr—sh zx. 


n) —2coth2z; 0) — 


ua; p) (Ha) P Get); q) z— 


156. —zxcosr+sinz. 157. Vi—25+zxArcsinz. 158. zxsinr—cost. 
= _ di 
159. — Vrz+({—+zr) Arctg V/x. 160. a) + sin 2t — Æ L cos 2r; b) + 
2 + 
= ArCtgz; c) Te (etat); d) (tee; 
anti { 


e) zx(—1+1lnz); f) (nc): £) (EH) sh 8 — 


2 
—( — +) ch: h) z?chz—2rshr+2chz; i) mie à 


mi a 
| 7-20 a 


— cos x In tg zx. 


614. a) In|z—2|+In|zr+5]; b) 373 
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162. a) Arctg (x—14); b) 1/(1— 2x) ; c) In | z2—2r+2 |. 163. a) Fin |z+1 | — 


= In | x?+1 él joue b) _ un [zæ+21—In(rx2+1) +14 Arctg x + 


5 (2x +1) CHE 1 (x +2)# | 
HET]: 166 a) zx el a G+DE+ 
x? xs 3x? 5x$ Aix pu 43x$ 85x° 


c) Fe EE À + EE SE ++ x 
ka | [sd gn * re TETE gare PE: ) Lin + 
+ NE + | —+ Arctg z: g) an EE 
+7 dote _ 165. 2/z—2n(14+Vz). 166. a) RTE 
Le né UE EE LUE A een 
de d) EE CV itihe er sie 


+ l:+2 Vz—Vz(+z)-In(Vz+wWi1+z)]. INDICATION. Multiplier 
le numérateur et le dénominateur par l'expression YWÎ+x—1— Vz: 
!) — AE 

b—a T— 4 

167. . lee Pins 

168. DR it In [z—1+ Vz2—2r+2|. 


2 . 1 
169. a) + — “ Re ; D —mitezl. 


sinÿz 1 T 
170, a) SIN T———); b) Fnlte (= ++). 
171 . In 2tg + —1| 172. a) ee Arctg (+ tg :) : D) tg (x/2): 
" 2 ‘ ; ab b . ; 
c) —cotg(x/2); d) —tg (5) a) _ In [sh (2: — 1) ch (2r + i)] 


(>). 174. a) Etant donné que 2r/n<sinxz<zx[0, x/2], on a 


n/2 
sin z dr << \ x dx ; 
0 


1 
ex dx > | (4+-x) dx. 175. a) 1/6, Db) 1; 


© 
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1; d)In V2: e)n/3; A; gi: Dh) — ++ in 4 176. n/(22b) 


(cf. n° 172). 177. m(cf. n° 156). 178. + In + (et. n° 154). 179. f' (1)— 


—f(4)+f (0). 181. a) sinzx?; b) — Vi+Ha?; c) 0. 183. 2. 184. 4,5. 
185. 2bh/3. 186. ab. 187. 3na2/2. 188. (e2+1)/4. 189. 6a. 190. 8a. 
191. En prenant 0 en qualité de paramètre, on a x—p cos 0 — f (0) cos 0, 
y—=p sin 6—f (6) sin 6, 


Er D 


IT = | Vf(6)+( (6)? 40. 


Q 


4 


192. 3ra/2. Cf. n° 191; une des deux moitiés de la courbe est décrite lorsque 
varie de 0 à 3x/2. 193. 8a. La moitié supérieure de la cardioïde est décrite lors- 


que ® varie de 0 à x. 194. à) _ xr?h; b) = [rè-brètrirl; c) 12/2; d) npa?. 


195. a) 8x (x) a? ; b) 3x3 ©) 2 AO — 4]; d) na. 196. a) Par la 


méthode des rectangles, on obtient l'intégrale cherchée 


où 


En substituant les valeurs de Ëz, on a 


15 
{ 
I1#2 >, a 0,6927. 
k=8 
Le reste 
1 2 1 
ns 27: 
Riga ge op Me 


Par la méthode des trapèzes, on trouve 
1 
LR EU (ro) +2f (e1) +... +2f (7) +] (xs)} & 0,6941, 


l'erreur étant la même que celle donnée par la méthode des rectangles. 
Par la méthode de Simpson, on trouve 


Da pe (en) HAS (en) 2 (ex) 4 (eo) + 2 44 (m9) (9)} © 0,69315, 


le reste de la formule d'intégration étant 


R< M 


1 rpg < 9 10 < 107. 
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Ainsi, la méthode de Simpson nous permet d’obtenir la valeur de l'inté- 
grale à trois premières décimales exactes. La valeur exacte de l'intégrale sera 


1 
dx 
Re | ee el 2—=0,693147 . 
0 


b) Par la méthode des rectangles, on obtient 7 Æ 0,8358, tandis que la 
méthode des trapèzes donne Z Æ 0,8352, le reste étant Ri2 < 0,004. La méthode 


de Simpson donne le reste R, < < 10-5. Ainsi, en calculant la valeur 


1 
2880-64 - 
de à Due la formule de Simpson, on obtient quatre décimales exactes: 1:& 
Æ 0,83565 


197. La (2) = (æ— 3) 2°. 198. a) 1/4: b) = Ou cie, a >1; 
c) x/2; d) oo. 199. Toutes les intégrales convergent. 200. a) 1; b) ni 
C) _ (e% + 1). 201. a) L'intégrale converge pour p>0, a 0; si a = 0, 


elle converge pour p > 1; b) l'intégrale converge si p ou q sont supérieurs à zéro ; 
<) l'intégrale converge pour m > —1, n —ïm > 1. 


CHAPITRE 3 


202. 2. 203. —2. 204. 1. 205. 1. 206. cos (4 + $). 207. 4ab. 208. 1. 
209. 4. 210. O0. 211. a) impaire; b) paire ; c) paire; d) impaire. 212. A1 = 
= bc — 1°, Aya = 1°? — ct, Ag = 2°? — bx, Aoy = 2? — cr, Aoo — ac — x?, 
As = 2? — at, À 31 = 2? — bzx, À ge = 2? — az, À 33 — ab —x"; À anAu + 
+ Godia + GisAys = 228 — x? (a + d + c) + abc. 

213. à) O0, b) —4. 214. a) 72, D) (ce — a) (b — a) (ce — b). 

215. A = A1. A, = 

lignes par colonnes: 


lignes par lignes : 
colonnes par lignes: 


colonnes par colonnes : 
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19 6 1 —18 
216, a) c=( : ): b) c=( AE 
212 
217. rang A—=2, DE 3 2 " 
111 
218. x, = —7, 2, — 5. 219. z = 3/2, za = —1/2. 220. x = 3/2, y — 


— —4 7/2. 291, Le système n’a pas de solutions. 222. x — —84, y = —_93/2, 


7: . 223. Le système admet une infinité de solutions: 


1 5 O4 —7 5 —1 
=. 13 5 —2 
8 1 | 7| 0 2 —14 10 —2 
0 
1 
0 
0 


—à 
7 


: 

1 

3 D—2 3 ( 1 —7 oi) 
() 13 5—2 2 
() 


D'où 


où z, t sont des nombres réels quelconques. 


8 4 5 12 0 3 —21 15 —3 


— 


= ( 


x = 6 — 267 + 17, y — —A + 72 — 5t, 


0 
1 O 26 —17 


je 


224. rang À —3; rang B = 3. 225. a) 5/2; bz = Y2,y—=1,2— —{; 


c) 1/2, 226. 3, V6; 11; 2. 227. a) 5/21; 
b) 1/V2; c) AVE. 


228. Ce n'est pas possible, car, dans le cas 
examiné, cos? a + cos? f + cos? y > cos? à + 
—+ cos? B = 5/4 > 1, ce qui est inconcevable. 
229, z = y = 2 — V3. 230. |a—bl|— 22. 
INDICATION. [a + Vial FIBRE +20, D 


231. LE: 2 o=n4. 233. À — 
= ja. = - 
BY — “fiat 234.z 2/5, y—2— 4/5. 


235. (1, —2). INDICATION. Ce problème équivaut 
à la division d'un segment AB en deux parties 
égales. 236. x— 1/2, y — —5/4. 237. Soient 
Mi = (21 2%), Ma = (2, 2) (fig. 62) les points 
de division. Déterminons sr nombres u et À 
(cf. [1], chapitre 10, . 7) pour le point W,: 
— IM1A1 _ 1 — JMiBl =. 
IAB] 7 3" [48] 3° 
Donc, 


= 1h a = += 


M; = (2, —+) . 


7 


a 


? 
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D'une façon analogue, on trouve 


— 


m3 Z=4/3 u—2/3, À= 1/3), 


M, = (8, 1/3). 

238. Les points #, et M, ne se situent pas sur la droite donnée, alors 
que M, se trouve sur cette droite. 239. y=— at À. Le point M:— 
—(2, 3) se trouve sur la droite, donc y—3— + (x—2). Si, en qualité de 
point situé sur la droite, on prend, par exemple, M,—(0, 13/3), l'équation 
s’écrira : y — Le. 240. à) —x—2y+4—0;: b) —2r+y+3—0. 

— 2x 5y 4 æ 
. LÉ. 29 (V2 V2 Vo 

y 1 x y 3 
+ —— — —— =; c) — —— + —— ——— —0. 243. a) d= 

V5 1 Æ V5 ii V5 V5 
12104201. V5 : b) d— 4 ot _ 197 7 — 

V2+4 2 V 68 68 

|1.4+1.2] 3 

=" ——— , 244, (x—1)—2 (y—2) +3 (2+3)—0. 245, —4r — 
V2 V2 ( ( ( 


—y+22+43—0. 246. à) À (x—1)+B (y—1) —2 (4 +2B) (2—1) —0, où 4, B 
sont des nombres arbitraires non égaux à zéro simultanément; b) 2 (x — 1) + 
+4 (y — 1)+ (2 — 1) = 0. 247. a), b), c) définissent des plans parallèles. 
Dans le cas mentionné en c}, on a des plans confondus. Pour le cas d), les plans 


à 2 3 6 nr 4 1 
ne sont pas parallèles. 248. a) Qu Tr g — À — 0: b) or gYT 
8 14 1 5 . h 
+0. 249, à) d=+121—824+61—71—+; D) d= 


+ |2-4 + 4.2 — 2.4 — 1 =. 250. cos @—59/63. 251. 2?Ly?tr — 
—144/29. SNDICATION. Le rayon de la sphère représente la distance de l’origine 
des coordonnées au plan donné (d = 12/ y 29). 252. EL Te = 1, 


253. —7 (x —2)+(y+1) +5 (2—1) =0. INDICATION. En partant des conditions 
d’orthogonalité des plans, trouver les rapports 4A/C, B/C, où À, B, C sont les 
coefficients du plan cherché. 254. a) a—n/3, B=n/4, y—31x/3; b) a —11/6, 
ne y—=0. 255. a) 5/3; b) 3/14. INDICATION. Choisir un point situé sur 
‘un des plans donnés et trouver sa distance à l’autre plan. 256. (2, —1, O); 
(4/3, 0, —1/3); (0, 2, —1). 257. a) AD, = AD; D) A1 = Di = 0 


2 — 


? 


= Dyr0. 258, EI . 259 x—1+2%, y= —1+6, 
2.5 +6 DR Vi ge Jet 21 
1345. 260. a) À ST _ 


INDICATION. Pour le cas a), résoudre le système par rapport à x et à y; pour 


le cas b), par rapport à zet à y. 261. cos @ — LR ES 
p— —, 262. 1—3. INDICATION. Mettre les équations des droites sous forme 


Ce 
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paramétrique. En supposant que les droites se coupent en un certain point, on 
obtient le système 


to — lt: — 
3to + 4t1 = — 1, 
to —2t: —6, 
qui nous donne les valeurs de Z, t,, t1. 263. ne ET . INDICATION. 


Le vecteur (2, —4, 1) et le vecteur a = (a, 42, @3) situé sur la droite sont 
colinéaires. 264. a) Les vecteurs a et b sont orientés en sens inverse par rapport 
au système de coordonnées; b) l'orientation des vecteurs & et b coïncide avec 
celle du système de coordonnées (le déterminant formé des coordonnées des 


vecteurs — 15 0). 265. | a X b | — 21. 266. Les vecteurs considérés 


sont colinéaires (a X b — 0). 267. Les vecteurs a et b doivent être colinéaires. 


laxb) _5y17 12 
se. à 2 . S — 

lal-|b!] 21 d 8 4 
sont coplanaires; b) Non. 273. a) Les vecteurs considérés sont linéaire- 
ment dépendants (cf. n° 224, matrice B) ; b) les vecteurs sont linéairement indé- 
pendants, alors que le rang de la matrice constituée des coordonnées des vec- 
teurs est égal à trois. 275. À = 15. 


276. a) 48 (° “ | Ba=(Ÿ ) , b) 48=(° . male 


— 2, 271. a) Les vecteurs 


269. sin D — 


70 31 —24 3 7 3 4 
43 10 
c) AB—\| 949 11 |; le produit BA est privé de sens. 
37 9 
12 13 {n 
er. à (in (iso (5) &>. 
77. a) 5 ) o1 c) 04 (n >> 3) 
4 /2a 2b a b 
L. 2 (35 354 20) ? ?) 0 a 
279. a) s-( 3 1 |; b) 471=|] —38 41 —341 ; 
@ 2. 27 —29 24 


3 —2 
c) ai | ne SU = as. 281. x= | le 
—sinœ COS 5 —4 


He, 
o + 2 2 2 
{ { 1 

1 = "+ . nm —— os ns | 
282. 14) À {< 1); 2) À ÿ g D 
TN ur À 
2 2 2 
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283, a) l'opérateur À est linéaire, sa matrice étant de la forme 


0 1 1 
A=12 01 
3 —1 î 


INDICATION, Les colonnes de À comportent les coordonnées des images des 
vecteurs de base. Par exemple, pour el! = (1, 0, 0), 4Ae-1 = (0, 2, 3); b) l’opé- 
rateur À n'est pas linéaire: 


At + y) = (ma + Yn to ya +1, ze + vs + 1) 
Æ At + Ay = (21 + Ya Lo ŸF Ya + 2, T3 + Ys + 2): 


2 —11 6 —6 11 5 
284. BA-1—1|1 —7 4 285. BAT = —12 13 10 |. 
2 —41 0 6 —5  —5 
4 0 2 1: 
2 3 5 î{ 
286. a) a 1 9 | 
1 1 2 à 


NDICATION. Pour l’ancienne base, Aël— al + 852 + 253 + i4, ce qui peut 
s'écrire Aët — ël + 253 + 35? + if, Pour cette raison, la première colonne de la 
nouvelle matrice sera constituée des éléments: 1, 2, 3, 1. Ensuite, transformer 
de la même façon Ai, Ai?, Ait. 


— à 0 1 0 


INDICATION. En transformant Ait pour arriver à la forme requise, on 
aboutit à la solution du système 


AZ + 3iP+ 28 + — 
= œil + PQ + à) + y (Ë + 2 + 8) + (il + 2 + à + ie 


Ensuite, on transforme d'une façon analogue À (él + &?), A (il + 5? + à), 


A (+ à + 8 + 5). | 


—5 —140 
287. : : + INDICATION. On a al il + 2, a = —il + 5, 
bi — à — 212, b? — Bit — ;?, où (it, &?) est la base d’espace initiale. On expri- 
me a!et a? par bt, b?: al— + bi b?, a? — + b1 + b?. On trouve 


ensuite Ab!, Ab? exprimées par b1, b?. | 

Ce problème peut être résolu sous forme matricielle. Soit a — (al, a°), 
b = (b!, b?), T étant la matrice de passage de la base b à la base a. De plus, 
les colonnes de 7 comportent les coordonnées des vecteurs a, a? de base b?, b?. 
On peut alors écrire sous forme matricielle 


a = DT, (4) 
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où, pour le cas considéré, 


7 2 
DRE 

+. a 
5 5 


Supposons maintenant ue la transformation linéaire ® est définie par la matri- 
ce À de base a et par la matrice B de base b: 


p(a)=44, p() = 0B, (2) 


où, dans les colonnes des matrices À et B, on trouve les coordonnées des images 
des vecteurs de base utilisant la base correspondante, q (a) = (œp (a),  (a?)), 
@ (b) = (p (1), p (b?)). Il est manifeste que 


p (a) = p() T. (3) 
Des relations (2) et (1) on tire 
P(b)T = bBT et (a) = bTA, 


d’où, en vertu de (3), on a bBT = bTA, 
De cette façon, BT — TA, 


B = TAT-, (4) 


| OO maintenant la matrice B d’après la formule (4). Il est aisé de 
calculer 


ne à 7 16 
3 3 3 3 5 —10 
rl — AT-1i— ; B=TAT = | )« 
No 4) 13 19 3 
s) 5) 3 3 
CE 
15 45 
— —1— 
288. B=TAT- _æ a 
15 15 


289. a) Les vecteurs sont orthogonaux ; b), c) les vecteurs ne sont pas ortho- 
gOnaAUXx. 


290. Les vecteurs el, e?, e$ constituent une base orthogonale de R3, car 
le rang de la matrice formée par les coordonnées de ces vecteurs est égal à trois 
(c'est-à-dire el, e?, e% sont linéairement indépendants) et les vecteurs sont 


5 an à : 
deux à deux orthogonaux; A e un. : 


1 1 1 1 1 1 1 1 
mas, ge zh te(s 5 2 5). 


292. a) La base est orientée en sens opposé par rapport à la base fondamen- 
tale; b) la base a la même orientation que ë!, &?, & (A = 1). 


293. T1 = Æ / Æ 


5 Bai, ae + CE zi, Ce qui montre que le 


passage de (x', x2) à (1. za) est réalisé au moyen des lignes de la matrice A*. 
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294. Dans la nouvelle base, le passage des coordonnées (x,, z,) aux coordon- 
nées (r;, x) est effectué à l’aide des lignes de la matrice (A *)-1, alors que pour 
le passage des coordonnées (x/, x!) aux coordonnées (x, x), on utilise les 
lignes de la matrice A*. On a 


(D. une 3. 


{ 1 ti + 2x8, { z1—= — 12%, 


’ ‘ ’ 
Lo = TI] + To; Ta — TL] — To. 


donc, 


295. a) Non; b) non; c) oui; d) non; e) non; f) non, si la droite ne passe 
pas par l'origine des coordonnées; g) oui; h}) oui. 

296. Le plan tout entier; les vecteurs situés sur toute droite passant par 
l’origine des coordonnées; l’origine des coordonnées. 


297. L'ensemble des vecteurs situés sur la droite re =— (k Æ 0); 


z = 0 pour k# = (. 

298. a) La mesure est égale à trois (la matrice composée des coordonnées 
des vecteurs est de rang trois). La base est constituée, par exemple, des vecteurs 
al, a?, af. b) La mesure est égale à deux. La base est formée par n'importe 
quel couple de vecteurs du système. 

299. Le sous-espace L' est constitué des vecteurs 0 = (r1, ro, Ts, *4) 
pour lesquels (v, a!) = (v, a?) — 0, ce qui veut dire que les coordonnées des 
vecteurs vw satisfont à la condition x, = 41, 221 + ze + ra = 0. Le vecteur 
Œ — (Y1, Yo, Us» Ya) est orthogonal à tous les vecteurs v € L’, comme quoi ses 
coordonnées vérifient la relation 


(Ya + Ya — 2y3) ta + (Va — Vs) Ta = 0, Vas To 


1] s'ensuit que yo = y3, Yi + Ya — 2ya — 0. Pour les nombres « et B, on obtient 

le système à + 26 — ys, B = ye, B — ys, —ù — y,. Ce système est soluble 

POUT Yi, Vo, Uss Ya indiqués, à savoir & = —yy, BP = yo = ya (l'égalité & 
2B — y. est vérifiée automatiquement). 


1 —36 —37 —15 
301. É 47 302. se | 30 30 u). 
26 27 9 


303. a) À, — 2. INDICATION. Etudier l’extrémum de la forme quadratique 
u — x? + y? + 2xy sur le cercle unité x? + y? — 1: b) À, — 3. 

304. a) La forme est indéfinie quant à son signe, car À, = —3 << 0; b) la 
forme est indéfinie quant à son signe (A, — —1 < 0); c) la forme est stricte- 
ment positive (A =2>0, A4=1>0, A3=2> 0). 


305. a) = [aa a20+ V'4afo + (a 11 —022)?] = [1—1+V4.4#4]= V5; 


4 n _ 
he — 5 [ass a2o— V'4aïg + (a11 — 022)?] = — V5 ; 


la forme est de type hyperbolique; b) ne, PURE >0; 


la forme est de type elliptique; c) ÀÂ1=4>>0, Â2—0: la forme est de 


RÉPONSES 179 


type parabolique. 
306. a) L’équation caractéristique est de la forme 
— À 2 2 
2 —1  3—À 
Les racines de l'équation sont Ày — Às = 4, Àg — —2. La forme canonique: 
4 + 4E2 — 263 b) la forme canonique: et cr BE + 065. 
307. a) L’ D ation caractéristique 
G—À —2 2 
—2 95—À O|=—(6—X)(5—2X)(7—AÀ)—4(5—À)—4(7—2) —0, 


2 0 7—à 
où 
(6 — À) (5 — À) (7 — À) — 8 (6 — À) = 0, 


admet comme racines À1 = 9, À, = 6, À = 3. Le vecteur propre xlest trouvé 
à partir du système 


— 271 —4to =0, 


— 3x1 — 2Ta + 273 —=0, | 
2Z1 — 2Zza —=0, 


« Ti â 
d'où ts = Ty —279 = 1 Le vecteur y! — (a, : ) représente la solution 
du système. En normalisant ce vecteur, on obtient 


y (3° 3? 37/° 
D'une façon analogue, on trouve 
{ 2 2 2 2 { 
= (——., 73 9 +), m(+, EX ——). 


La rs canonique est 96? + GS + 365. La transformation orthogonale 
g'écri 


To = TZ Bi Éo + Es, met Éa + + Er 


308. à) AC — B? = 9 > 0 est une courbe de type elliptique; 
3 (x — 1)? + 8 (y — 2)? = 12; EÉ—r—1, n = y — 2; 
3E2 + 3n° — 12 est un cercle de rayon 2: 


b) AC — B? = 6 >> 0 est une courbe de type elliptique; 32 + 2n? = 6 
est une ellipse de demi-axes a = W2, b — y3; 
12% 
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c) AC — B? = —2 < 0 est une courbe de type ns 5 &° — n° = 


— 2 est une hyperbole de demi-axes « — W2, b — 

d) AC — B? = 9 > 0 est une courbe de type Siliptique: 362 + 3n° = 0 
est le point (0, O); 

e) AC — B? = —2 < 0 est une courbe de type hyperbolique; £? — 2n? = 


—= 0 est un couple de droites concourantes £ — v2n =0, E+y2n =0; 
f) AC — B? — 0 est une courbe de type parabolique ; LE — 31°? = 0 est 
une parabole admettant E comme axe de symétrie ;. 
g) AC — B? = 6 > 0 est une courbe de type elliptique; 3E2 L On? = —1 


est une ellipse imaginaire. 
re a) AC — B? — —16 < 0 est une courbe de type hyperbolique; Àj — 
= — —? n 
, 2 ? 


ee Ni Chi Lie 
V2 v2 Æ V2 = As Ë+ n); 


BE? — n° — —— — ——_—— —13—0 
62—2n 7 n) 7 (+ n) 


est l’équation de la courbe dans le système (6, n). Cette équation peut s’écrire 
{ 2 3 2 
8 { ———) —2 (n+ ——) = 60. 
y2 V2 | 


La translation 


1 
U—Ë — —— 
V2? 
met l'equation sous la forme 
p? 


u2— — —= 1, 


4 , 
C’est une hyperbole (fig. 63) d'axe réel u. La transiormation générale des 
coordonnées est de la forme 


L TA rt) 
io (« +). 


b) AC — B? — 576 > 0 est une courbe de type elliptique; 
11= 32, 2 = 18 B<O0; 


1 1 \. 
TA A) 
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64 64 
B2E2 +180? + —— (EE n)+—— (EË+ n)—224—=0, 
F7 ( n y n) 
32 (E+ y 2)?+ 18n? — 288 ; 
2 2 = 
EE pus HetiVe veus 
u? v? . . . 
“9 Li | est une ellipse de demi-axes a=3, b—4 (fig. 64); 


2 (u—v— V3), = 7 (u+v— V3). 


=-3 


Fig. 63 Fig. 64 
c) AC —B?2—0 est une courbe de type parabolique ; À1—25, À2=0, B<0; 


3 4 4 3 
Le _ RER di es et EC 
m=(+, 5) e= | 5 ? r): 
| 
z = (%—4n), 
| 1 | 
= — (+ En); 
20 0 
252 — À (36 — am) — M (GE + 3m) — 50 — 0, E — 2° = 2 (n + 3); u = 
=é—2,v — n + 3; u? = 2v est une parabole qui admet v comme axe de 
symétrie (fig. 65); x — + Qu — 4v + 18), y — + (äu + 30 — 1). 


\ 


310. AC — B? — 0 est une courbe de type parabolique; en résolvant les 
équations de la droite et de là courbe prises ensemble, on obtient l'équation 
2% (2 — k}? + 6x + 1 = 0. 

Le discriminant de cette équation est de la forme 
9—2—k)= A+x)(5—4k) (k-# 2). 
a) Pour cette raison, pour 4 — —1, k — 5, la droite et la courbe présentent des 


points communs. Pour k — 2, la droite y — 2x et la courbe considérée auront 
également un point commun; b) —1 <k <5, k22; cc kh<A1, k>S5. 
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311. k — —3, k — —1/3. 
312, 2? + 2zy + y? — x — 3y = 0 (c’est une parabole, AC — B? = 0). 
813. a) (x + + G ++; 2418, y+2=m 22 L: 
E + n° + £ = 9 est la surface d'une sphère de rayon 3: 
2 2 2 
b) L+T ++ — { est un ellipsoïde 
de demi-axes a=—9, b= V2, c—2; 


I Il 


ue er 
C) Z - 2 Re est un hyperbo- 


loïde à une nappe de demi-axes a—?2, 
b— V2 > C—= 2 ‘ 

d) Ë2+2n?—2£ est un paraboloïde ellip- 
tique Fi 4, q— 1/2) ; 


e) A 2 — a —1{ est un hyperbo- 
loïde à deux nappes de demi-axes a —2, 
= 1, = s 
. ee - n° . : 
Fig. 65 f) nn Vo — 1 est un cylindre ellip- 


tique (l’équation n’inclut pas la variable Ë). 
314. a) L'équation caractéristique est de la forme 
11—X 8 2 
6 5—X —140 [= —AÀ3-+L1822+ 811 — 1458 — 
2 —10 2—XÀ 
= À? (18— À) +81 (À —18) —(A2— 81) (18— À) —0. 


Elle admet comme racines À, = 18, À, = 9, Às — —9. Trouvons le vecteur 
propre en partant du système 


(11 — À) 21 + 8T2 + 278 —0, 
Br, +(5— À) ro — 10x30, 
2X1 — 1072 +(2—À1)z3==0, 
—Tt1+ 8t2+ 273 —0, 
8T1 — 13x79 — 1073 —0, 
2Tt1 — 1079 — 1673 —0. 
La matrice constituée des coefficients de ce système est de rang 2 (tous les 
trois nombres propres sont distincts). Cela nous permet de résoudre un système 


de deux équations (dans notre cas, on peut choisir n’importe quel couple d’équa- 
tions) : 


{ — Try + 8to = — 2%, 

8z1— 1322 — 1Oxe, LZi——2Tg, Lo = = 2Tge 
Le vecteur v — (—2z3, —2x3, x3) représente la solution du système; en le 
normalisant, on obtient le vecteur propre 


æl — (2/3, 2/3, —1/3). 


D'une façon analogue, on trouve 
x? — (2/3, —1/3, 2/3), x8 — (—1/3, 2/3, 2/3). 
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La transformation linéaire orthogonale 
à 2 1 2 1 2 
= bit b—- bs Be gb TT sg S 


2 5 Et Et À Es 
faii passer la forme quadratique à la forme 
M6? + A6 + ASS — 1855 + 9Ëÿ — 9ËS. 
L’équation de la surface par rapport à Ex, E+, Es va s'écrire 
18£? + 96 ne 965 NE 261 + 26e + 263 +1—=0. 


1 


La forme canonique de la surface (ut +, Uo — Ë LT 


Us — 
=. +) sera 


—A8u? — Qui + Jui — 17/18 


(c'est un hyperboloïde à deux nappes); 

b) L’équation caractéristique s'écrit —À (À — 4) (À — 2) — 8 (4 — À) = 0 
ou (4 — À)? (À + 2) = 0 (on développe le déterminant suivant les éléments de 
la première colonne). Les valeurs propres sont À = À9 = 4, À9 = —2; les 
vecteurs propres sont | 

nef dE of ct, 

v5° ‘ ys/° V5? ya’ Vx/ 
: 2 { 1 
T° = (——=., = 9 ——) . 
V6” V6’ Vy6 


La transformation orthogonale est 


2 2 
Ti V5 1 30 6 VE 63; 
5 1 
Zi —0 Er — ET Es 7e 
Ta — — + enr 


L'équation canonique de la surface est de la forme 
—2u$ — 2u8 + uÿ = 1 
(c'est un hyperboloïde de révolution à deux nappes). 
2 2 — 
315. C’est l’ellipse F ++ — 1 de demi-axes a = 3, b — Y3 dans le 
plan x = 2. Les coordonnées spatiales de ses sommets sont : 
(2, 3, 0), (2 —3, 0), (2, 0, V3), (2, 0, — V3). 
22 


y? 


= |; 
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2 2—9,;, — 
317. a) {* on Zÿ 


C'est l'équation de la projection sur le plan Oyz qui se présente sous la forme 
d'un cercle; 


b) { z?— 227z+5z7— 47 


C'est l'équation de la projection sur le plan Ozxz qui se présente sous la forme 
d’une ellipse (4C — B 4> 0); 


x? +ä4xy + 5y? —z—0, 
e { g—=0. 


C'est l'équation de la projection sur le plan Oxy qui se présente également sous 
la forme d’une ellipse. 


2 
318. C'est la parabole ( — +) = (: + +) : 


__. 319. z — c. INDICATION. Considérer l'équation de la surface comme une 
équation implicite : 


x? 2 2 
F(z, y; 2) = +10. 


Alors l'équation du plan tangent au point (x, Yo, Z) prendra la forme 
Ô0F 0F 0F 
CDR (zx — x) ne (5) 0 (y — yo) + (S), (2— 20) =, 


321. a) x? + y? = 2z est un paraboloïde de révolution ou un paraboloïde 
elliptique; 


b) TE 


+Ee1 est un ellipsoïde de révolution, 


322. 2) . 4, —2), (6, —2, 2). INDICATION. Passer aux équations paramétrie 
ques de la droit te ; 

b) La droite et la surface ne présentent pas de points communs. 

324. 9X? — 16Y? — 1672 — 9JOX + 225 — 0. INDICATION. La symétrie 
implique que la directrice soit un cercle défini ar l’intersection de la sphère 
et du plan x = «&. La valeur de & est donnée par l’abscisse du point de _tangence 
de la droite qui passe par le point S et qui est tangente au grand cercle x? + y? — 
— 9 dans le plan zxOz. 


CHAPITRE 4 


325. a) r°? + 4y? < 1 (c'est l'intérieur d'une ellipse de demi-axes a = 1, 
b = 1e y compris sa a frontière (fig. 66)). 


b) À oi — < 1 ; est le domaine situé entre les branches d'une hyperbole 


de dent axes a = 3, b = 2, Y compris ces branches (fig. 67)). 

C) y? > 4x (c° est loir d’une parabole, y compris la parabole elle- 
même (fig. 68)). 

) le plan tout entier à l'exception de l’origine des coordonnées (0, 0). 
. < + y > 0 (c’est le demi-plan situé au-dessus de la droite y = —x 
(fig. 69)). 


NX 
RS { x 


Fig. 66 


K. 


4 


Fig. 69 
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f) | y/z | < 1, x & 0 (c'est la partie du plan contenant l’axe Ox et comprise 
entre les droites y = zx, à l'exception de l’origine des coordonnées (fig. 70)). 


2 2 2 
326. a) ++ < 1 (c'est l’intérieur d’un ellipsoïde de demi-axes 


a, b, c, y compris sa surface (fig. 71)). 
2 2 
b) _ Tr <! (c'est l’intérieur d’un hyperboloïde à une nappe, 
y compris sa surface (fig. 72)). 


C) x? + y? << 2z (c'est l’intérieur d’un paraboloïde de révolution (fig. 73)). 
2 2 2 
FF <! (c'est l’extérieur d’un hyperboloïde à deux nap- 


pes, y compris sa surface (fig. 74)). 


Fig. 75 


e) Iz|<1,1y|<1,1z| < 1 (c'est l'intérieur d’un cube d’arête 2 dont 
le centre se situe à l’origine des coordonnées, y compris ses faces: ce cube est 
borné par les plans x = +1, y — +1, z — +1 (ig- 15)). 

327. f (1, 0) = 1; f(1, 1) = 2; f (2, 1) = 9/2. 

328. f (x, y) —= (x? — y?)/8. INDICATION. Utiliser les nouvelles variables 
du = Z+ 2y, v = x — 2y. 

2 2 #.: 

329. a) _ se = 1 — c; pour c < 1, ce sont des ellipses; pour c = 1, 
<'est l'origine des coordonnées; pour c >> 1, ce sont des ellipses imaginaires, 
<e qui indique que le plan u = c ne coupe pas le graphe de la fonction. 

b) y = cx?; ce sont des paraboles admettant l’axe Oy comme axe de sy- 
métrie. Pour c >> 0, les paraboles se situent dans le demi-plan supérieur, alors 
que pour c << 0, elles se trouvent dans le demi-plan inférieur. Pour c = 0, on 
obtient l'axe Ox. 


330. p= V (1-2) +(0—-12+(1-0)= V3 


331. Le point M°—(0, 1); p (M4, M pet + 0, 


d& — co. 
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332. Tous les points de l’ensemble £, = {|x|[<1, |y| <1} CE sont 
des points intérieurs. 

333. a) L'ensemble sera connexe; £ est l’intérieur d’un carré borné par les 
droites +y — -kx + 1. b) L'ensemble ne sera pas connexe; ÆE est l’intérieur 
d’un hyperboloïde à deux nappes, ce qui signifie qu'il n’est pas possible de 
relier deux points disposés respectivement dans les parties supérieure et infè- 
rieure de l’hyperboloïde par une courbe continue appartenant à £. c) L'ensemble 
ne sera pas connexe. 

334. a) 2. b) La fonction n’admet pas de limite ; examiner le chemin d’ap- 
proche du point (0, O)x = y; x 0, y = 0. 

335. c — 0. La limite de la fonction Y 1 — x? — 4y? quand le point (x, y) 
tend vers la frontière de l’ellipse x? + 4y? — 1 est égale à zéro. 

336. a) Non. b) La limite de la fonction dans la direction du vecteur © — 
— (01, @) est égale à res : c’est pour cela que la fonction sera continue 

L 2 
au point (0, 0) seulement dans la direction des vecteurs @ — (1, 0) et © — 
— (0, 1), c'est-à-dire suivant l’orientation des axes de coordonnées. De cette 
façon, la fonction considérée sera continue au point (0, O0) par rapport aux 
variables x et y prises séparément, mais elle ne le sera pas par rapport à l’ensem- 
ble de ces variables. 

337. INDICATION. La fonction u — 1 — x? — y? est continue sur le plan 
tout entier. 

338. ux — 32°, uy — 2y — 2x, du — 3x? dx + 2 (y — x) dy. 


339. u,—27y", u,—32?y?, du — 2xy$ dx + 3x?y? dy. 


P 1 y 
BAO. 2 ————ÛÛ— 2 2, ——— —Û—T 
UV VO VAR G+ Ve ? 
NE EE 
Vaiti  Vatp(a+ Var) 


x __—y dr +7 dy 


C) ux = yad" 1, uy = 2 In zx, du = yxV-1 dx + x In x dy; 
d)ux = ch (x + y), uy = ch (x + y), du = (dx + dy) ch (x + y); 
e) ux = sh (x°y + sh y)-2xy, uy = (x? + ch y) sh (x°y + sh y), 

du = [2xy dx + (x? + ch y) dy] sh (x°y + sh y). 
342. à) A=r; b) À = 4rp — 1. 


+T 4 
343. a) 0 EL ÉPEACL _ 
tFT LS t+T 
a  ——. EE ._ b) e _ 
2 VetLlni êT 2 Vz+y 2 V'et+T{ln 2 . 
= —y'sin (t+T)+z cos (t—T)= —sin (t—T) sin (t+-T) + cos (t+-Tj cos (t—T)— 


= cos 2t, = sin (4 Tt)—zxcos (t—7t)— —cos 27. 
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344. a) grad u—{2, 1} (fig. 76); b) grad u—{4, —6)} (fig. 77). 


ou . V3+1 : ôu Los’ 
345. a) Sn — (rad u, pause b) 71 —=(grad u, n)=2 3 3. 


346. grad u—{4, —6}. Le vecteur unité de cette direction sera m=— 
= ou _— = 


2 
A, —— À? , —6° M 


médiat que 2e _ 


Igrad ul —2 V/13 est la dérivée maximale suivant cette 
direction. 


Re I SEP Re Ve es eu um 


Fig. 76 Fig. 77 


347. a) Soient «a et $ les angles que fait le gradient de la fonction respecti- 
vement avec les axes Ox et Oy, 


u! (P). __yä re u, (P) 1. 
CSA Torad u(P)| — 2 ? CS rad u(P)| 2? 
a= 1/6, B—=x/3; b) a—n/3, BP — 1/6. 
i ; _ à | ss | _9>» 
348. à) us 2 ——— Ne -et É == ue # Le 


Ce CRC DRE ICE 
An [2 (y — x?) di? — 4x dx dy —dy?]/(z? + y}?; 


b) ue. = ee #1 ; Ty. “ 7 — x? 


US US » 
du —(y dix dy)(2ry + y)? . 
LA du … Of" Su ef" Ou _,; 0 
0e) Or? EN °s 0x 0y re 0E ôn * 0y?  ôn°? ? 
d'u des dx? + 2abfin dx dy +-b?fsa dy? ; 


b) ou er a) FAURE Ou __ Of 0?f 
2. OR? = GE on on? ? 07 0y . 0E2 on ? 
Ou __ 0?f _, 6*f , of 
a To don ton 
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eue (dr + dy)? +2 ES (der ay) + LL (ar — app. 
352. a) u—5 —2 (x —1) +4 (y—2), —— — … = HS. ; 
b) u—1=2(7—2)+2 (y+1), = _ y! _ 1 


853. a) D’après la formule de Taylor, 
Au=u({+h, 24+k)—u (1, D) dut d'u 4h 3h + h2— HE ER 
(les dérivées d'ordre supérieur à à 2 sont nulles) ; 
b) Au—2hLk+R2LOhkE RER. 


354. y+autee (3z?y— y8), REMARQUE, On peut utiliser les formules 


4 


de Taylor à une dimension pour les fonctions 


4 z+ re Fauss sin y=y— +. is 
re (E-PRIE IUT NIET ns 
"A [1848 (x — 1) +048 (0 YHA + yHAŸ) 
31 = 
14 EH 4 EH, EH, 


2 | 


356. a) 0—1/2; b) 302+20— 2, x 
357. (2, 0) (c’est un point stationnaire) ; 2,2 = 2, 249 = 4, 2%y = 0; ay = 


= 2x2 (2, O0), as 272 (2, 0), Ayo = Zky (2, 0), Gyidgo — di = 8 > 0, au = 
= 2 >. 0, ce qui signifie qu'au point (2, O0) la fonction admet un minimum, 


— 0. 
358, Le point stationnaire (2, 0); ayiGoa — @?9 = —8 (il n'y a pas d’extré- 
mum). 
859. Le pou stationnaire (0, 0); ay = 0, as = —4, G19 = 4, Gy10sa — 
— a, = —16 <0 (il n'y a pas d'extrému um). 


360. Les points stationnaires (0, 0), (+ y/2, + V2); 242 = 12%? — 4, 
age = 12? — 4,2%, = 4; 22 (LV à, & V2) = 20, ze (+ V2, F V3 = 20, 
djyaza — da = 396 > 0. Aux pains (V2, — V2), (—V2, 2 il y a un 
minimum local Au point (0, O) ayy = —4, 99 = —4, Go = 4, Gyyüoo — 
— a?, —= 0. La question concernant l’extrémum reste en suspens. L'étude de 
l'accroissement de la fonction sur les droites y — 0 et y = x montre qu'au 
point (0, O0) il n’y a pas d’extrémum. 

1. umin — —4/3 pour z — 2/8, y = —1/8, z— 1, 

362, a) La fonction n’a pas de valeur maximale : sup z = 2. La fonction 
est discontinue. 

b) La fonction admet des extrémums. Le domaine de définition | x | 
| y | & 4 est fermé et, étant donné que la fonction z est continue sur ce ne 
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elle prend une valeur maximale ; (0, +1) est un point stationnaire ; z (0, +1) = 
— +1/2; sur le bord du carré aux points x = +i,y= V3 — 1, la fonction 
atteint sa valeur maximale égale à (1 + y/3)/4. 


= din , __ 2% » ___2y 
363. F (x, y=—gts 10, TE ; Fy mr ; 
che 0e ir 0. 
dx Fy ay ? dx?  a?ys ? 
Ôz Z Sin Z —COS y GE: zx Sin y —COS2z 
864 ——————————— , —— —— ——— |, 
Ôx COS x —ysinz Ôy COS x — y Sinz 
age. 2% 0Ÿ | D(p, Ÿ) nl D(p, ) 
" x à | Du, v) ? 0x  ôu Du, v) ? 
HORS, SR 
ôy dv j Du, v) ? 0y Ou | Du, v) ” 
où 2) que) 
Ds 0) pe pe 
367. ee es. ESPN INDICATION, ÉLIRE LS La 
Ôx u Ôy u Ôx ôx 


Lé e Lé ov Ld LE) Lé U e 
dérivée pr est trouvée en partant des deux premières équations si l’on 
considère w et v comme fonctions implicites de x et y. 


AY A 
c2 


—1;: 


368. a) z+6 V32—37 V3—0; b) + 


369. z4y-L6:— + 21. 370. ztzta=0, += == ire : 

371. C'est un carré (S = xy, 2x + 2y = 1, la fonction de Lagrange L — 
= 2y + À (2x + 2y — 1)). _ | _ 

372. MÉTHODE 1. Mettre l’équation de l’ellipse sous forme canonique. Les 


2 
valeurs propres sont À = 9, À, = 1; 9E2 + n° = 9, E + T = 1, ce qui signi- 


fie que les demi-axes de l’ellipse sont a = 1, b — 3; 2a = 2, 2b = 6. 

MÉTHODE 2. L’ellipse considérée est disposée symétriquement par ra port 
à l’origine des coordonnées. C’est pour cela que le carré de la distance de ft ori- 
gine des coordonnées au point de l’ellipse (x, y), qui est donné par l'expression 
x? + y?, atteint son maximum (minimum) lorsque le point (x, y) arrive au 
grand (petit) axe de l’ellipse. Il faut donc étudier l'extrémum lié de la fonction 
u = 2? + y, compte tenu de la relation 


92? + 8ry + Sy? = 9. 


373. C'est un triangle équilatéral. INDICATION. S= y  ( — x)(l — y) (I—2), 
x + y + z = 21, x, y, z sont les côtés du triangle. En portant dans S la valeur 
de 1 —z— x—+y— 1, on peut étudier l’extrémum habituel de la fonction 
ainsi obtenue. On peut également résoudre le problème en formant la fonction 
de Lagrange: 


L(S, = S+HA (+ y+2— 2). 
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CHAPITRE 5 
374. a) S—1. INDICATION ne 
" n(n+A1) nn  n+1° 
b) CR INDICATION pen = | 1 _1 
36 ‘ ". (n+i{)(n+a4) 3 \n+i n+4 }° 
N 
1 _Ar1 1.1 1 1 1 
a 2 (n +1) (n +4) Late Nos nes ne | ‘ 
n—= 


c) S—1/4. INDICATION, 
1 _ 1 À 2 { 
n (n +1) (n +2) =7|s— n +1 + n +2 |: 


375. INDICATION. Pour démontrer la divergence de la série harmonique 
donnée suivant le critère de Cauchy, considérer la relation 


San Sn 1 
377. La série diverge (+ 0) : 
A 1 1 1 
378. La série diverge, ro Jan yo. 
379. a) La série converge, Vi 7 .« b) La série converge, 
FIST 


380. a) La série diverge. b) et c) Les séries convergent. INDICATION. Appli- 
quer le théorème 1 exposé dans [1], chapitre 9, 8 4. 

381. La série converge. 382. La série converge. 383. La série converge. 
384. La série converge. 385. La série ue 

386. La série converge pour & > 1; el 


# # ee 2 # ee 
série converge. 388. a) La série converge, un < CAT b) La série converge, 
n 


e. 
e diverge pour 0 <'e < 1. 387. La 


1/n 
4 ne ; 
Un! a$ dr — Ans 389. La série est conventionnellement convergente. 
0 
rs ai+b 
390. La série’ converge absolument. 391. INDICATION. | aæbg | & - 


392. a) x > 1; b) > 0; c) —oo <r<o; dd 1<r <0, 0<r<i. 
393. a) La série converge uniformément vers zéro. b) La série converge 
uniformément vers zéro. c) La série converge uniformément vers zéro. d) La 


série converge non uniformément vers zéro Max fn (x) = L 4 0). 
0Sx<1 4 


O0 
395. a) La série donnée converge pour —1 < x << 1. La série Jar dérivée 


1 
converge uniformément sur l’ensemble [—6, ô] pour tout 8 1. Cela signifie 
que la dérivation terme à terme effectuée est valable sur l’ensemble indiqué. 
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O0 © 
Soit S (x) = >, zn/n, alors S” (x) = Dian-i — 1/4 — x). En intégrant, on 
1 n 


obtient 


S(= | = 4-9 fe —In(i—2 (—1<r<1). 
0 


b) La série donnée. converge uniformément pour [z| < Ô 1, ce qui 
peut se vérifier d'après le critère de d’Alembert. On peut donc cl intégrer terme 
à terme: 


(saa=t+n+.…..+mat. fe 
0 


O0 
z 
— Mn 
Der (lrl<8<1). 
n=1 
En dérivant la dernière égalité par rapport à x, on obtient 


1 4 — x? 


Ed (1x1 <1); Er mt N (zx < 1). 


a dre —1, 1), pour x = +1, la série converge. b)R=0,z=0. 
€) F — ‘1/3 ue. 1/3), pour x = 41/8, la série diverge. 


397. a) a+ +... : be + ...; 9) «(1-54 ...). 
2n+1l 
398. a) D par (-°<z<o); 
n=0 
b) TS LR Gap ET —1<r<i 
D Tr ce À Cape dons TERRES 


INDICATION, Développer en série de Taylor suivant les puissances de x la fonction 
Arctg +. 


O0 
399. 32,831. 400. e T2 [14 DAS = | ([z|-<oo). INDIGATION. = 
n=1 
—eF2g*t2, 
CHAPITRE 6 


2 ne = 0;b)y"=0;c)y" = y; d)x + yy = 0;e) y” — y" — 
02. a) Les droites x — k (elles sont parallèles à l’axe 20) (fig. 78) sont 
des isoclines. La solution exacte de l’équation est y = — ae C. 


b) Les isoclines sont dèfinies par ne 1+ y? = k, k > 1. Ce sont 
des droites parallèles à l’axe Ox (fig. 79). 
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c) Les isoclines sont définies par l'expression x = —k (fig. 80). 
403. y = C(z+i)e-*, x = —1. 404 Infzxz] = C + Vu? + 1. 
405. 4 — e-S = Cet, 406. y — —2/(1 + C exp (—x)). 

407. y = (x — 2)$. 408. y — 2 — cos x. 


Fig. 78 Fig. 79 


y = Ca, 3y = xy (c'est l'équation différentielle d’une famille de 
courbes). 
10, 0,5 kg. INDICATION. Formons l'équation différentielle correspondant 


au problème posé. Soit y ({) la quantité de sel contenue dans le réservoir au 
moment t. Voyons maintenant 


uelle variation subit le contenu 
e sel pendant le laps de temps 
At (entre le moment t et le mo- 
ment t + At). Conformément 
à l'énoncé du problème, on amè- 
ne au réservoir 5l d'eau sans sel 
par minute, ce qui signifie que, 
pes le laps de temps Ar, 
a quantité d’eau versée dans le 
réservoir sera égale à 5Atlet 
ue la quantité de sel introduite 
ans la solution sera 5At.0 — 
—=0 kg. Un litre de solution con- 


ent UE) 
tient 100 kg de sel, donc, le 


mélange évacué contiendra ap- . : 
proximativement {à un infiniment petit d'ordre supérieur à At près) 


Fig. 80 


y () 
5At 100 kg=0,05Aty (1) kg. 


Ainsi donc, la solution amenée pendant le temps At apporte 0 kg de sel, tandis 
que la solution évacuée en contient 0,05At y (t) kg. Pendant ce temps, l’accrois- 
gement de la quantité de sel sera 


y (t + At) — y (é) O0 — 0,05At y (+). 


En divisant par At et en passant à la limite pour Af — 0, on obtient l’équation 
différentielle 


y" (9) = —0,05y (+). 
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La solution générale de cette équation est de la forme y = 
D'après l'énoncé du problème, y (0) — 10 kg, donc C = 10. 


C exp (—0,05 1). 
Pou t=1h= 


60 mn, on aura (le temps figurant dans l'équation est pris en minutes) 


y (60) — 10 exp (—3) = 1/2 kg. 


411, 4, = 40 mn. INDICATION. Si l’on désigne par 6 (t) la température du 
corps au moment #, l’équation différentielle 


æ 
dt 


du problème s’écrira 


— —k [0 (1) — 20]. 


La solution générale de cette équation est de 
la forme 6 (it) = 20 + C'exp (—ki). Les va- 
leurs de la constante C et du coefficient de 
proportionnalité X sont trouvées compte 


tenu des conditions: 6 (0) — 100, 6 (10) — 


— 60, C — 80, k—0 


,1 In 2. 


Fees Ensuite, 0 (4) — 25, c'est-à-dire 25 = 
— 20 + 80 exp (—0,1 r, in 2). 
412. 22 + C(y+a =0; zx 0. 413. y — 0; x (y — x) = Cy. 


414. y = C exp (y/x). 


415. La solution générale est 2° (y+C)—Cy. 416. x—C exp (=) ù 


417. L'équation se ramène à la forme 


» y, 2 
= TZ (cos? +24) , 


c'est-à-dire &« — 2, f (t) — cos? t + 2t. La solution s'obtient en effectuant le 
changement y = tx°. Il est également possible d'utiliser une formule toute 


prête (cf. [2], chapitre 1, $ 3, formule (7)): 


c=Cop( |) = co (| Tr )= 


— C'exp (tgt}—C exp 8 + je 


418. INDICATION. Formons l'équation différentielle du problème (fig. 81). 
Soit M = (x, y) le point de tangence; MN, la tangente; ON L MN; en vertu 


de l’énoncé, ON = OP = |zx}]. Si 
Y—y—=y" (X — 2) 


est l'équation de la tangente, alors 


oN= 14 ant 
V1+y? 
sera la distance du point (0, 0) à La droite MN. Ainsi, 
lay"—y | 
| T = 
TE 


d’où 
(x? — y?) dx + 2xy dy = 0. 


C'est une équation homogène qui admet comme solution générale Cx = y? + z?. 
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419. L'équation se ramène à la forme 
? 1 1 


y = x2 (4 — zy —y?x°) — T2 


f(xy), 


c’est-à-dire a&— —14, f(t)—4—1—1t?. La solution générale est y=—< + 


4 
Cxÿ —zx ° 
420. a) L'équation se met sous la forme 
4 —1 
= 3x2 (2-+ry?), 
c'est-à-dire &« = —1,f (ti) = — _ (2 + t?). L’équation peut être résolue en 


effectuant le changement zy = t ou à l’aide de la formule (cf. [2], chapitre 1, 
8 3, formule (7)): 


conf). ec ( ect 


(posons C3C — 1) 


y = 2029 —1 nn Cz!/3 _ 1 “a 

x (Cxt/8 4) T  x(Cxt/3__4) _ Z 

1 . 4 \ 

1e Cxrt/5 Lx (c er ]- 

b) Effectuer le changement yr *—4. 

424. y—Ce ?X+ 2x1. 422 y—=Crttrt, 423. y—eX (In |] + C). 

X — 

424. y — < +. 425. y—zx(C+sin zx). 


T 


426. x = sin y (C — cos y). C’est une équation linéaire par rapport à la 
fonction x = x (y): 


dx 
dy — sin?y} zx cotg y. 

427. y = 0; y — —1/[3cost x (C + tg x)]. 428. y? — Cx? — 2x. 429. y — 
= 0; y — 2tln? | Cr|. 480. y — 0; y = 1/(x? + Cr). 

431. a) Oui. Tous les axiomes de distance peuvent être facilement vérifiés. 

b) Oui. Le premier et le deuxième axiomes sont immédiats. Vérifions 
l'inégalité du triangle: p (x, y) < p (x, z) + p (3, y). 

Si z = y = 2, alors 0 < 0; six — y, z 2 x, alors 0 & 1 + 1 — 2: 
siirÆy, zx = 2, alors 1<0+1—=1;six-Æy,x- 2, y - 2, alors 1 < 1 + 


432, Oui. Premier axiome: si f (x) = g (x), alors p (f, g) = 0. Inversement, 
soit p (f, g) — 0. Alors 


bd 
| Li ()— e (8 dr = 0 


13% 
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Etant donné que [f (x) — g (x)l? est une fonction positive continue sur [a, b|, 

alors [f (x) — £ GP = 0, c'est-à-dire f (x) = g (x) (cf. [1], chapitre 6, $ 2, 

théorème 8). Deuxième axiome: p (f, g) = p (g, f) est immédiat. Troisième 
iome: on à 


b 
NACEATON ET 
a 
VA, c'est-à-dire un trinôme carré par rapport à À 
b b b 
| f? (x) dr +2X | f(x)g(x) dr +2 | g'(z)dr > 0. 
a a a 
Cela est possible si le discriminant de l'équation est négatif: 
b b b 
2 |] 
(| re go ae)" — | pro de | 89 (0) de <0, 
a a a 


d'où 
b b b 
|| foetal< (| ra)" ( lea)" 


(c est l'inégalité de Bouniakovski relative aux intégrales; cf. [2], chapitre 4, 
$ 8). En vertu de l'inégalité de Bouniakovski, on a 
b 


b b 
[teteoPa<|taoteoiredet (etre 1ar< 


a 


< | ie+ecire)"*[ (| Fa (a) de )+(| aa )"] 


a 
ou 


b x | 
(verrone) (fra) "+ (To) 


(c’est l'inégalité de Minkovski relative aux intégrales). D'après l'inégalité de 
Minkovski, on obtient 
b 


Ga (|ra@-stre) "= 


a 


F ; A2 1/2 
={{ueo-r@He@ em à)" < 


b b 
<([ue-pare) + (ft cor az) = pt, +e (99 


a a 


pour toute fonction œ (x) continue sur [a, b]. 
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1/ 

- 2% 1/2 a—s 

433. & << 1/2. INDICATION. D (fn, 0)= n de ) =n 2, 
Û 


434. Non. La suite fondamentale {3 — — converge vers le nombre 3 qui 


n'appartient pas à l'espace M. 
435. a) Oui. p (F (x), F (y) =lF(HD—Fwy)|I=lr-pl=|z-y|Xx 


: 2 : 
X Fa +yl<lz—yl({zl+iIvD< Tir —yl= ap (x, p), où œ— 
= 2/3 < 1. 

ÿ ds Si æ—=1,y—=0, alors |F() —F(y|l=1—=1|z—-7y| 
(a — 1). 

436. 2, = 4/2, m = F (20) = 123, 29 = 1/24, ..., x, = 1/22, ... 

437. a) x — 2/(1 + V5). Oui, car 


, À 4 
MAX [F TL} = MAX. 2 ne À; 
1/2< x<1 al 1/2Sx<1 (1+ zx)? 9 
b) L’axe x, = 0; c) les droites x, = 0, za = 1. 
438, a) Ô < 1/36. INDICATION. En vertu du théorème d'existence de la 
solution, 
ô < min {a, 1/N, b/M}, 


+ 


ou 


N =sup 
D 


|, M=max|f(e, w|. 
dy D 


Dans notre cas, M — 86, N — 24. La solution du problème donné est de la 
forme y = 2/(3 — 2x°). Ainsi, pour x y3/2, la solution est y (x) — co. 
Cela signifie que pratiquement la solution existe dans l'intervalle ] 0, J/3/2 [ 
qui est plus grand que l'intervalle ] 4 — ô, 1+Ôôf ê << 1/36). 

Il est à remarquer que dans tout l'intervalle | 0, 21 = ]1 — a, 1+al, 
Den donné (avec les conditions initiales indiquées) n’admet pas de 
solution. | 


b)ô<a— y2/4 Dans ce cas, a — _ + —_ _- Ainsi, la solution 
existe dans un intervalle limite possible [—6, 6] (ô a), ce qui montre que 


le théorème d’existence n'améliore pas le résultat au sens de l’étendu de l’inter- 
valle où existe la solution du second membre donné f (x, y). 
439, y (1) Æ 1,248. INDICATION. Lorsque l’on cherche la solution approchée 
‘une équation, il est toujours recommandé de définir l'intervalle Es — 6, 
zo + Ô Î d'existence de la solution y (x). Le nombre 6 est trouvé en appliquant 
le théorème d'existence. Si le point, qui nous intéresse du point de vue de la 
valeur qui y prend la solution, fait partie de l’intervalle indiqué, il est possible 
d'appliquer la méthode d'Euler. L'exemple considéré sert d'illustration de 
cette méthode. L’équation peut être résolue. Sa solut.on, qui satisfait à la 
condition initiale, est de la forme y — exp (x°/4), ce qui veut dire que la solu- 
tion existe sur l’axe réel tout entier et que la méthode d’Euler peut être appli- 
quée sans aucune limitation. D’après la méthode d’Euler, on a 


9 
y1)&yo+h D, far un), 


k=0 
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où tp - 0, x = Vlan Log — 0,9, T10 — 15 Yo = À, y = Yo + Rf (Zos Yo)» … 
ss Vo = Vs À hf (Ge Vs), Vio — Ve F hf (&, ya). De cette façon, y (1) Æ y. 
Les résultats des calculs peuvent être résumés dans le tableau ci-dessous: 


eu 


x 


0 
1 
2 
g 
4 
5 
6: 
7 
8 
9 


S 


La valeur vraie de la solution est y (1) — exp (1/4) Æ 1,284. On voit donc 
que la première décimale de la valeur approchée obtenue est exacte. 

440. y (2) Z 4,781 (la valeur exacte de y (2) = 3 (e — 1)). INDICATION, 
La solution de l’équation existe sur l’axe tout entier. La solution générale de 
l'équation s'écrit y — Ce — x — 1. 

444, à) y = C'exp (rx) (fig. 82). Il n'y a pas de solutions singulières. 

b) y (x + C}? = 1, y = 0 (fig. 83). Il n’y a pas de solutions singulières. 

c) + CC} +y= 1; y = +1 sont des solutions singulières (fig. 84). 
En chacun des points des courbes intégrales y — +1, on a encore une courbe 
intégrale (un cercle) qui y est tangente. 

d\yll+(x— Cl = 1;y = 0; y = 1 est une solution singulière (fig. 85). 
Signalons que y — 0 ne constitue pas une solution singulière. Les autres courbes 
intégrales ne sont pas tangentes à cette courbe intégrale. 

e) x? + C?— 2Cy (ce sont des paraboles); y = +zx sont les solutions 
singulières (fig. 86). 

a (Cx + 1)? = 1 — y? (ce sont des ellipses) ; y = +1 sont les solutions 
singulières (fig. 87). 

INDICATION. Aux solutions singulières on peut aboutir par des méthodes 
différentes. Par exemple, dans le cas examiné en e) ci-dessus, en résolvant 


Le LQ * Q LA . « 2— 2 
l'équation par rapport à y, on obtient l'équation homogène y’ — yE Vi 


L 
z =£ 0). Si la dérivée partielle par rapport à y du second membre de la dernière 
équation devient infinie le long de la courbe lisse, cette courbe peut constituer 
une solution singulière. Dans le cas considéré, 


FEV tps 7] 


ôy x y? — x? 


pour y = zx. La vérification montre que y — —+zx représentent les solutions 
de notre équation. Il est aisé d'établir qu’en chaque point on a encore une courbe 
intégrale appartenant à la famille x? + C? = 2Cy qui est tangente à ces droites. 
Cela signifie que y — +zx représentent les solutions singulières. 
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Fig. 84 Fig. 89 


Fig. 86 
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Ces solutions peuvent être trouvées en partant du système 
a+ C2—2Cy=0, x? C2—2Cy—=0, 
| 
ôc 


Pour le reste, l’étude est analogue à celle exposée ci-avant. 
442. a) L'équation considérée ne contient pas la variable y sous forme expli- 


| ve. 


(x2+C2—2Cy)—=0, C—y=0, 


cite. Introduisons le. paramètre dy — P, = p°+p, dy = p dr = p (3p° + 


dx 
—+ 1) dp, 
z=pS+p, 
y=< pt + c 


(c'est la solution mise sous forme paramétrique). 
b) L'équation considérée ne contient pas la variable x sous forme explicite. 


Introduisons le paramètre e = p, y = p? + 2p5, dx — _ = (2 + 6p) dp, 


{ æ=2p+#+3p?+0C, 
y —p?+2p} 


(c'est la solution mise sous forme paramétrique) ; y — 0 représente également 
une solution de notre équation. 


c) Cette équation ne contient pas non plus la variable y. Le paramètre 
p peut être introduit suivant la formule dy —=p. Alors z—p V 1+p°, 


p° dx .. | 
dy =p dt =p VTFr+ EE) dp, 3y=(2p?—1) V 1+p°+C. Ici on 
V'1+r3 
peut également introduire le paramètre en utilisant la formule sh P: 


z=sbp y 1+sh°p + sh2p, dy=sh p-dr=sh p.ch 2p dp=—(2ch? p— 


— 1) d ch p, y=— ch p—ch p+cC. 


{ 
z=p Y 1+p°, ë Frot 


Es U 
3y=(2p?—1) V T+pi+C y=—ch5 p—ch p+C 


(c'est la solution mise sous forme paramétrique). 
444, y = xC — TC représente la solution générale; la solution singulière 


est trouvée à partir du système 


y—rC+T C?=0, y + C?=0, 


Ô La | C 
ae Le—<c+7 ee ]=0, To 


C—2x, y—x?. 
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La vérification confirme que y = x? représente la solution de l'équation 
de Clairaut, ce qui signifie que c’est une solution singulière (fig. 88). La figu- 
re 88 montre que la parabole y = x? constitue l'enveloppe de la famille de 


droites y = zC — FC. 
445. y = Cx + V 1 + C? représente la solution générale. Pour x = 0, 


y = Y 41+C2> 1. x? + y? = 1 est une solution singulière. Ayant en vue que 
les droites y — Cx + y 1 + C? coupent l’axe Oy aux points d’ordonnée égale 


y=?x-1(C=2) 


Fig. 88 Fig. 89 


ou supérieure à l'unité, la moitié supérieure du cercle (fig. 89) constituera une- 
solution singulière. C’est l'enveloppe d’une famille de droites. 


446. à) y = —cos x + Cyr + Co: b) y= + Cart + Cor + Ce. 


447, L'équation donnée ne contient pas la fonction cherchée y sous forme 
explicite. L'abaissement de l'ordre s'obtient en introduisant une fonction 
nouvelle z (x}= y’. On a 3° (x) = y"; x?:' — z?. De cette façon, on aboutit 
à une équation du premier ordre à variables séparables. Il est immédiat que 
z (x) = 0 représente la solution de la dernière équation, donc y’ (x) = 0, y (x) — 
= C constitue la solution de l’équation Hitiale. 

Soit z 0. En séparant les variables, on obtient 

dz dx 4 { dx { 
es GO), = +0, at 


HA 
z dx z { | 
y— | Gel © co |C1iz+1l+ Co (C1 5 0). 


2 
Si C, = 0, alors 2= x, y — 2, y=r+c. 
448. 2y = (1 + 203) x? + Ci cos 2x + Cox + C3. INDICATION. z (x) — 
= y" (x). 
449, y — — (x + C1) mi Ce (x + Cnl+zr+ Cas; y = Hans 
450. L'équation donnée peut être résolue en effectuant le changement. 
y" (x) = z (x), maïs il est immédiat que 2yy’ = (y*)’, ce qui permet d'écrire 
@g) = G*)", 
‘ "dy 
d’où y’=y? ; = | 
y =y*"+P Sp 
Pour les cas où p—0, p<<0, p>=0, on obtient 


Re 
T— né 2c1t + Co = in y Ci (p= C?); 


y=CitgC1i(t—Co) (p=C. 
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A5. yln | Ciel=1; y=Cite(Ciln| Cul); Ce nn ss 
y+Ci 
INDICATION. L'équation se ramène à la forme (xy'} —(y?)'. 
452. y? = (C1 + 2) + Co. INDICATION- yy" + y? = (yy'). 
453. L'équation donnée ne contient pas l’argument x sous forme explicite. 
L’abaissement de l’ordre s'obtient en introduisant une fonction nouvelle z (y) = 


— y" (x). D'où 


/ 


y" (x) — zy (y)°yx = Zy° 2. 
L'équation prend la forme 


dz ; 
2y du 2=2 by? 
C'est une équation homogène. En la résolvant, on trouve (y - 0) 
2= + Vy+Ciy. 
Ensuite, 


dy 


 — d 
a Vy+ Ci, J 


Vu? + Ciy 
C ee 
et C=m|ytSi+ Von. 


en dx, 


La fonction y (x) = 0 constitue également une solution. 
54. yln| + z + Ciy + Ca = 0; y = C.INDICATION. y’ (x) = 2 (x). 


# | + Ca; y — C. INDICATION. Après avoir intro- 


y+C 
duit la fonction le z y) = yx, On obtiendra une équation linéaire par 
rapport à z (y). 

456. L’équation donnée contient x et y, mais elle est homogène par rapport 
à y, y’, y” du second degré. L’abaissement de l’ordre s'obtient en introduisant 
une fonction nouvelle z (x) suivant la formule y" = yz (y -- 0). Dans ce cas, 
y" = y (2 + 7’) et l'équation prend la forme xz' = z. En résolvant cette équa- 
tion, on trouve z — C,x. Le remplacement de z par y’/y aboutit à l’obtention de 
l'équation différentielle du premier ordre y’ = C;,xy. Par intégration, on obtient 
y —= C, exp (C1x?/2). Cette solution inclut également la solution y — 0. 

y = Cor exp (—Cy/x). INDICATION. y" = yz (x). 458, y — Cie-* + 
+ CoeT. 459. y = Ci + Coe?* + Cyest. 

460. L’équation caractéristique est de la forme k£# — 1 — 0. Ses racines 
peuvent être trouvées en extrayant la racine 4-ième de l’unité. On peut toutefois 
décomposer son premier membre en facteurs: (4? — 1) (k? + 1) = 0, d'où 
ki = —1, ko = 1, k3 = —i, k, = i. La solution générale de l’équation initiale 
sera alors L 


Æ 
O1 
Fa 
E 
Î 
os 
pont 
[en 


y = CieX + Ce + Cy cos x + C, sin x. 
461. Les racines de l'équation caractéristique sont k, = 1, ko = kg = 2; 
y = Ciex + 6% (Ca + Caz). 
462. a) L'équation caractéristique k4 + 24? + 1 — 0 se met sans difficulté 


sous la forme (k? + 1)? = 0. Ses racines sont: k = ko = à, kg = ka = —i. 
La solution générale peut s’écrire 


y = elx (Ci + Ca) + evix (Ca + Con). 
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Par les formules d’Euler, on obtient 
y = (Ciz + Ca) cos x + (Car + C,) sin x. 


b) y — < + Coerix, 


464, La solution générale de l'équation homogène est déjà connue (cf. n° 461). 


Il ne reste qu’à trouver la solution particulière de l'équation à second membre. 
a) Le second membre f (x) — 2e* est d’une forme spéciale (cf. [2], chapitre 1, 
$ 16), où 4, = 3 n’est pas une racine de l’équation caractéristique et l’on a la 
solution particulière 
y = Aeëx, 
où 
2 


A RG 


1, Ri(k)=A—5k2+8k— 4. 


% 


Donc, la solution générale de l'équation à second membre ‘est de lat forme 
y = Ciex + ex (Co + Car) + ex, 

b) k, — 1 est une racine simple de l'équation caractéristique et la solution 
particulière doit être de la forme y — Axe*. En portant dans l'équation initiale 
les dérivées trouvées de y, on obtient À = 4. En général, on peut montrer que 

A = a/RY (k,) 


sif (x) = a exp (k,r) et si k, est une racine simple de l'équation caractéristique. 
La solution générale de l'équation à second membre s'écrira 


y = Cuex + ex (Cs + Csx) + 4xex. 
c) ko = 2 est une racine de multiplicité 2 de l'équation caractéristique et 


la solution particulière doit être de la forme y — Azx°%2*, En portant dans 


l'équation initiale les dérivées trouvées de y, on obtient À — 3/2. En général, 
on ue montrer que, si f (x) = aeho% et si k, est une racine de multiplicité 2 
de l’équation caractéristique, alors 


NS ER 
Ra (ko) 
Dans le cas examiné, R3 (4) — 6k — 10, a — 3. Donc, 


y= Cie + ex (Ca + Car) +È zie?x, 


A = 


465. Cf. n° 462. a) y —= Tes. b) Passer aux fonctions etix conformément 
aux formules d’Euler; &, — —+i sont les racines de multiplicité 2 de l'équation 
2 


caractéristique. y — —%# sin z. c) y = —T+ (cos x + sin x). d) y — ssin 2x. 


466. y — Ce + Cu — D — . 467. a) y — 4e. b) y — 


= (4x? + Brje?*, c) y = À cos x + Bsinx. d) y — (Aix + Aot? + Ar + 
+ Art + A52)e%%. e)y = Az + 4,7 + 432. Ici le second membre P (x) ehox, 
k, = 0, est la racine de l’équation caractéristique. f) y = ex [(A, + 4,2x) sin x+ 
+ (4s + A4) cos zx]. 

468. a) Les systèmes sont linéairement dépendants: &-1 + $ sin? x + 
+ y cos 2r = 0 pour æœ = —1, $ — 2, y — 1. b) Les systèmes sont linéaire- 
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ment dépendants. c) Les systèmes sont linéairement indépendants, car leur 
déterminant de Wronski n’est pas nul. d) Les systèmes sont linéairement indé- 
pendants (W [x?, x, 4] = 226 2 0, x O0). 

469. a) y — Cix? + Coxô. INDICATION. Les solutions particulières seront 
cherchées sous la forme y — xk. Les fonctions x? et r$ sont des solutions parti- 
culières linéairement indépendantes de l'équation et leur combinaison linéaire 
fournit la solution générale. b) y = Cr + Cox$. c) La solution sera de la forme 
y = zh; l'équation caractéristique k? — 4k + 4 — (k — 2} = 0 admet la 
racine double k, — ko = 2: y — x? est la solution particulière de l'équation. 
La seconde solution sera de la forme y — Az? ]n x. On voit facilement que, 
pour tout 4, c’est la solution de l'équation d'Euler. La solution générale sera 
donc y = (C3 + C2 In x) r°?. d) En multipliant le premier et le second membres 
par x, on obtient l'équation d’Euler; y = C1 + Cox + Ca ln x. 

471. y = ex°/2 (C, cos x + C, sin 2). 

Co x? 


C 
472. a) y=Cirt—— TZ >? b) y=Cir+ + 


99 * 
473. Les seconds membres des équations ne se présentent pas sous une forme 
spéciale 
eax (P,, (x) cos Br + Q,, (x) sin Br). 
Pour cette raison, la solution particulière de l’équation à second membre doit 


être trouvée par la méthode de variation des constantes arbitraires. 
a) La solution générale de l’équation homogène est de la forme 


y = C; cos zx + C, sin x. 
En considérant C;(x), C2 (x) en tant que fonctions de x, on les trouvera de 
ARTS que la fonction y (x) = C; (x) cos x + C3 (x) sin zx soit la solution parti- 
cu 


ière de l’équation à second membre. A cette fin, il faut résoudre le système 
(cf. [2], chapitre 1, $ 17) 


Ci(x) cos x+Ci(x) sin z—0, 


La ° ’ —_ 4 
— Ci (x) sin z+Cs (x) cos = ETES 


Le déterminant de ce système est le déterminant de Wronski W [cos x, sin x] — 
— 1-0. En résolvant le système, on trouve 


C£ (x) = —1, 2 (x) = cotg x. 
Par intégration, on obtient 
| 2, _ | dsintz : 
Ci(z)= —2, Cox) —= | cotg x dr — {RE in | sinz |. 
Donc, 
y= —zcos x + sintin|sinz|, 


et la solution générale de l’équation à second membre s’écrira 
y = C; cos x + C, sin x — x cos x + sin x In | sin x |. 
On trouve maintenant les constantes C.; et C, en partant des conditions initiales: 
y(w/2)= Co=1, y'(x2)= —-C+w2—0, C = n/2. 
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Donc, la solution du problème de Cauchy sera 


= 5 cosz+sins—zcoss+sinzin|sinz|. 
b) y= C1 cos 2x + CA sin 2r — x cos; 2x — Z sin 2e + sin 2 in | cos x |. 


C) y—C1+Cacos z+4Cs sin z2+iln |tg (5+2) 


d) y= (C1 + Cox) et +(—-z+zlmizl) e*= (a+bre*+ zx Xx 
XIinlzl!. 


—xcosxz—+sinzin|coszxz|. 


2 8 8 
— 2% 3x — 7? : nt 
474. a) y Ce + Coe Ta FA +- 9 T 27 
Ca x? 2 À 
Eu 2% 1.3 3x | 2 Er 
INDICATION. La dérivation de la première équation donne 
"y + 2y + 47 = à. (1) 


De la première équation on trouve la fonction z =x — + y — e y. La dérivée 


« 


z est trouvée à partir de la seconde équation 


sys tat ÿ—+ y 


En portant la valeur trouvée de z dans (1), on obtient une équation différentielle 
linéaire à second membre du second ordre à coefficients constants par rapport 
à la fonction y (x): 

y+u— 6y = 4(1 — 7 — 2). 


b) Ce système peut être résolu de la même façon que celui donné en a). 
On peut toutefois appliquer la théorie exposée dans [2], chapitre 1, $ 22. Rame- 
nons le système à la forme 


CEE 


y+(0+—) 0: 


C’est un système homogène qui se ramène à la même équation par rapport 
à n’importe laquelle des fonctions y ou z. Formons le déterminant du système : 


nn ia (a= +). 


PME 4 OLA 


L’équation cherchée par rapport à la fonction y est de la forme D 2 y=0 


dè : 

ou + y=0. La solution générale de cette équation sera 
— y = Cy cos x + C, sin zx. 

La fonction z est trouvée en partant de la première équation 


dy 
= — Ci sin z+Ca cos x. 
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Etant donné que les fonctions z et y vérifient des équations différentielles de 
même type, on aurait pu écrire directement 


= a cos x + bsinz 
pour choisir ensuite les nombres a et b de façon que les fonctions y et z vérifient 


notre système (cela veut dire que les fonctions y et z sont portées dans le systè- 
me et que les constantes a et b sont exprimées par C, et C, ou vice versa). 


RE 
c) D(A)=] —1 À  —1|—(à—2) (+1), 
hd À 


L’équation différentielle par rapport, disons, à la fonction x (t) est de la forme 
(2) (+) 00 

tandis que son équation caractéristique sera 

&—2) +1 =0, h=ko= 1 ky= 2. 
La solution générale de l’équation différentielle s’écrit 

x (t) = (C1 + Cot) et + Cge't. 
Les fonctions y (ft) et z (t) sont exprimées d’une façon semblable 
y () = (a + bthe-t + del, z(t) = (a + Pr) e-t + vert. 


En portant ces fonctions dans le système, on trouve que b= Bf=C,;, = 0, 


d=y—= Cg, a + & — —C;, où a peut être considéré comme étant un nombre 
quelconque; alors & = —C, — a. Donc, 
x (t) = Crert + Cael, y (t) — ae”t Cgett, 
2 (= — (CO +a) et + Cyetl, 


d) Le système donné est à second membre et chacune des fonctions y et : 
aura son équation: 
d 
D (=) y=D; (x), 
où 


d d | d | d 
D Ma () fa + Mas (5) 2 = Ma (5) 44 M (5) 
Ms; pa est le cofacteur de l’élément b,; du déterminant 
Ÿ \'az 


tee (2) 


D (à) = h x 


c'est-à-dire 
Mun(W=h, MaG)=t, Mi(=—1, Mo (À) =A. 
De cette façon, 


Finalement, on obtient l'équation différentielle suivante par rapport à la fonc- 
tion y (x): y + y = x (la fonction z vérifie l'équation z + z — 0). En résolvant 
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ces équations, on obtient 
= Ccosr + Cosint+z, 2—= Cacos x — C;sinz. 
475. a) SOLUTION. MÉTHODE 1. Formons l’équation caractéristique 
2—X 1 
Fr + 


dont les racines sont: A4 = 4, À = 5. Trouvons les vecteurs propres «! = 
= {ad LA et x? — (ai, cu) * correspondant aux nombres propres À; = À 
et À = 


= }2—6h+5—0 


à — 1) eAED + at} — 0, an + (e AG = 0, aq — —a{d), 


où a“) est un nombre Sr Pour simplifier l'écriture, posons a — —1; 
alors” at) = 1. Donc, = (1, —1). De l'équation 


(2 — 5) a + a = 0 
on trouve d’une façon analogue @&? — (1, 3). Les solutions du système s’écriront 
Yl(t)— {eit, —et}, Y?(i) — {eit, 8e5t}. 
La solution générale sera 
Y (t) = C1Y1 (à) + Co? (1) = {Cet + Coeft, — Cet + 3Cueït}. 
Sous forme développée, on aura 
a (D = Cet + Cuebt, ya (D = — Cet + 3Cyest, 


MÉTHODE 2. Après avoir trouvé les racines de l'équation caractéristique 
M = 1, À = 5, on peut écrire directement la forme sous laquelle se présentera 
la solution générale : 


ya (t) = Cauet + Crest, ya (t) — aet + best, 


En portant ces fonctions dans le système donné, on trouve a et b exprimés par 
C1 et C2. On évite de cette façon les opérations liées au calcul des vecteurs 
propres œ! et «œ°. 

b) x (t) = Cet + Cest, y (t) = 2Ce-t — 2Cset, 

c) y = e”* (C, cos x + C, sin x), 


E = e-% [(Ca— 201) cos z— (C1 + 202) sin z]. 


d) D()= 14120; lat, lo 5 (ri VE) lee — (1 V3) 


sont les racines de Me caractéristique ; 


an (DE 0), 


z= Cette” èf(c cos (-L D 


= Cuet-+e7 802 (Ca VS—Ce cos (LË :) VIE (VE :)), 
ET a) rte Amie à eV HET (5 +) + V3—Cs sin (1 :)) 
\ 2 2 2 
476. On connaît re la solution d’un système homogène (cf. no 475, b)): 
ZT —= Cet + Cest, y —= 2Cje”t — 2Csest, 
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a) En considérant C; (t), C, (t) comme des fonctions de é, il faut les choisir 
de façon que les fonctions 


z=Cyltie-t+Ca(i) e5t, y 201 (t)e-t— 202 (+) et 


représentent les solutions d’un système à second membre (c’est la méthode de 
variation des constantes de Lagrange). En dérivant ces fonctions et en les portant 
dans le système, on obtient 


Cit(the-t+cs(b et=1, 


CI (Det—2C{ (Det C'(= on ét, Ci(t)= = gti, 


Par intégration, on trouve 
1 
ŒH=rU+De, Ce (De (54 30) et; 
she À = 7 ,t 
= + ’ = +7 e 
La solution générale du système à second membre est de la forme 


g= Cuert + Cyril » y—=2Cie t 20 +54, 


D) Ci (= Gert+etl), Ca (ta (iter2t); 


En (ane, get (an et ; 


4—4At st. 
16 * ? 


y= 2C1e"t—2Cnett-+ et 4 (14-44) ef, 


z= Cet + Coest + 


2 
477. y=2+e—+ +i m4 z4+... INDICATION. La solution doit 


être cherchée sous la forme d'une série 
y= + mr + ar + ..., 
où, en vertu des conditions initiales, a, — 2, aj = 1. 
a x 


— Lt — 
479. y—=2+r—x D mt... 


x? , 28 xt 
480. D . » 
481, a) La fonction de Liapounov peut être utilisée sous la forme v — 


= 2 + y; 


dv _ôv dr | ôv dy … 4 a 
dx toy de 2" 2" EO. 


Le point de repos est stable, 
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b) Pour l’exemple considéré, la fonction de Liapounov en tant que forme 


onde définie positive ne convient pas. Il faudra donc la chercher sous 
a forme 


ves 2% + yp 
aux indices & et B pairs. Trouvons la dérivée totale de v (le long de la solution 
z, ): 


d _ 1, 
ut (2y9— 25) + By (2 — y + y). 


Pour que cette fonction soit <0 au voisinage de l’origine des coordonnées, il 
faut que les termes des types 2%" y8 et yB-1x n'y figurent pas. De cette façon, 
il faut que « — 2, $ — 4. Dans ce cas, 


D 220 — A AY = 2 [25 + 2e (1— y] KO 


dans un voisinage suffisamment petit de l’origine des coordonnées. En outre, 
v— x? + y4 > 0 dans le voisinage de l’origine des coordonnées et v — 0 seule- 
ment pour x — y — 0. Cela signifie que, d’après le théorème de Liapounov, la 
solution zx (t) = y (ti) = 0 est stable. 

c) Pour la fonction v — x? + y?, on a 


d 
= 2e (28 — y) + 2y (x + y9) = 2264 2y6 > 0 


en dehors de l’origine des coordonnées. Cela signifie que la solution nulle est 
instable, en vertu du théorème de Tchétaev. 


| —2 1 : Re 
482. a) A= PE | 5 Ay1@o9 — Q%9 — 1 > 0; le système est elliptique ; 


ü << 0, 499 < O0; le point de repos est un nœud stable. 


1 —2 : 
b) 4=| 7 5 dy1492 — 4f9 —0 ; le système ést parabolique ; À, — 


= 41, +@29 —=5>0; le point de repos est instable. 


C) a= | a 8 5; Ay@oo — Q%9 — —1 <0; le système est hyperbolique : le 


point de repos est instable. 
483. a) L'équation caractéristique 


3 — À 
9 


possède les racines positives À, — 1, À, = 3 et le point de repos est donc un 
nœud instable. 


b) L'équation caractéristique 


(Q) ; EL 
LUN |= 6-2) 4220 


1—X 3 
— 2441 +143—0 
—6 ul Hein 
possède les racines À = —2 — 3i, À, — —-2 + 3j. La partie réelle de ces 


racines est négative et la solution nulle est donc un foyer stable. 
c) L'équation caractéristique 


1—2 Q 
2 —1—À 


= 3120 
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possède les racines À; = —1,À, — 1 qui sont de signes contraires, ce qui signifie 
que le point de repos est une * selle. 
d) L’équation caractéristique 


—2—\ —5 
— À2+6—0 
, ea [+ 
admet les racines complexes M = —i V6, À = iy6 à partie réelle p = 0 
et le point de repos est donc un centre. 
e) L'équation caractéristique 
1—À { 
=(1—À1)?—0 
Po safe 


admet une racine positive multiple À, — À, = 1, ce qui signifie que le point 
de repos est un nœud instable. 


CHAPITRE 7 


484. — 00 << x << ©; la fonction F (x) est continue et différentiable 
F" (x) — (sin 217 —sin xx). 


b | b 
 — — A —— , INDICATION. Déri égalité 
485 D a +65 + ——— 55. rctg ; ériver f'égalité par 


rapport au paramètre «a. 
x? 
486. a) F'(x)—2zexp (—z1°) —exp ri y? exp (—zxy?) dy; 
X 
X 


b) F'()= In (+at); 0) F'(D=—f(e, —2)+2 | fu (u, v) dy, 


OÙ u—=y+zx, v — y — x. INDICATION. Effectuer d'abord le changement z — 
= y —x dans l'intégrale. 


487. a) —1/10; $) 1/2. 488. 1n (25/24). 489. 50,4. 490. 12/5. 


0 V'axE4 8 2—X 
491. I — | dx | f(x, y) dy + À dx | f(x, y)dy (fig. 90). 
Ver 0 Vert 
1 3y 6 3 
492. I = | dy | { (&, y) dr + | dy | f(x, y)dx (fig. 91}. 
0 y/2 1 / 
Î à 2 2 
493. I — À dy | f (x, y) de + \'av | f(x, y)dx (fig. 92). 
14/2  1/y 1 Y-- 
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1 VT 
494, I = Î dy | f(x, y)dx (fig. 93). 
0 V'y 
41  cV2x V3 cv3-x2 
495. I = | ar | f(x, y) dy + \ dx | f(x, y) dy (fig. 94). 
0 0 1 0 


dy | (x+7°) de £ 


496. I — 


y 
497, I=— \ dy | zy? ja 
ÿ 


498. + abe (a+b—+c), 499. 1/48. ‘500. 16. 
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av 2 V 20°x? V'3a3—x2=y2 
501. a) À dx | dy f(x, y, z)dz; 
Y 


ri A VS RE x2+ y? 


2a 
1 eu 
— V4 É 3 3 +2 
RVT Vire VAE 
b) | dx [ dy | f (x, y, 2) dz. 
ER VE Vin R- V'RI-x1= Ye 
1 3 
502. ‘a ve : 


503. TI = + nabe. INDICATION. Etant donné que la fonction figurant sous 


le signe d'intégration est paire par rapport à toutes les variables, l'intégrale 
donnée est égale à huit intégrales étendues à la partie de l’ellipsoïde qui occupe 
le premier octant. Effectuons le changement 

æ==ar COS { COS T, 

y—br costsinT, (o<r<1, 0<I<—, 0<T<5). 

z=—=crsint \ ir 


Le jacobien de la transformation s’écrira 


Ta =abcr? cost, 
1 n/2  /2 
et 1=8abe | ri dr | dt Î cost di. | 
0 0 0 
504. a3/6. 


505. 2xab/3. 1ND1IcAT1ION. Prendre en considération le fait que la fonction 
figurant sous le signe d'intégration est paire et introduire les coordonnées 
polaires généralisées | 


æ= arcoœst, y=brsint O<r<1, 0<r< n/2). 


Le jacobien s’écrira 

506. xR4. 

507. 8a2/9. INDICATION. Le domaine d'intégration est représenté par la 
moitié d’un cylindre de hauteur a et dont la base est constituée par le demi- 
disque (x — 1}? + y? < 1 (y > 0). L'équation du demi-cercle (rx — 1)? + 
+ y = 1 (y >> 0) en coordonnées polaires s’écrira (fig. 95) p — 2 cos (0 < 
<p<ax2). Donc, 


n/2 2cosy a 
I — EL | peap | : du. 
0 0 0 


508. 4nR5/15. INDICATION. Passer aux coordonnées polaires. 


509. V15 (fig. 96). 510. V=— (fig. 97). 
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3 
511. = (Fig. 98). 


912. V — 3 ra. REMARQUE. Pour calculer l'intégrale correspondante, il 


est commode d'utiliser les coordonnées polaires (fig. 99). L'équation du demi- 
cercle (x — a)? + y? — a? (y > 0) en coordonnées polaires s'écrira p = 
= 2a cos (0 << 1/2). 


Fig. 97 Fig. 98 Fig. 99 


3 NAME Er 


514. | S |—8a? Arcsin (b/a). INDICATION. La symétrie fait que l’aire cherchée 
soit égale à huit aires découpées sur la surface de la sphère et disposées dans le 
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premier octant. 


D ya 
a a 
dx dy dy 
gp Va—a—y 0 OV a-r—y 


— 8a | Arcsin © dz = 80? Arcsin (b/a), 
0 
où D est une partie d'ellipse 


re NE 
D={$+h<t z> O0, y>0 }. 


515. Soit (x., y.) le centre de gravité. Compte tenu de la symétrie, il est 
évident que x, — 0. L’aire D de la demi-ellipse est donnée par l'expression 
xab/2 et est numériquement égale à la masse de la figure, donc 


2 yes 
ris Re Zb 
Je Tab |. HU Tab: | LS } y dy = 3n ‘ 
D —& 0 


516. a) + ab. INDICATION. Utiliser le premier théorème de Guldin et 


le problème n° 515. b) + ‘rade. INDICATION. ÿ— | | { PR 
—— ns 
a? y? —— —. x y? | 
= 20 | [ VY PS D dx dÿ, Où S est | ellipse HT < 1; pour le 
reste, cf. n° 505. 
Sr el) = a. INDICATION. Cf. no 506. En introduisant les 


coordonnées sphériques 
Z = r COS Ÿ COS ®, e 
y =r cos Ÿ sin , (ogr<a, DLT<-, o<p<2r), 


z —7r £in Ÿ 
on obtient 
> 2x x/2 a £ sf 2 
Ze = un) | | ri cos 4 sin Ÿ dbdpdr— a | sin Ÿ d'sin Ÿ. 
0 0 0 () 


518. ze —0, ye—8/5. INDICATION, L'’aire de la figure | S {—32/3; 


4—x3 


2 
3 o 
= | (udedy= | a | y dy. 
D 0 


519. Er. INDICATION, Utiliser no 518 et le premier théorème de Guldin. 


521. a) x/4; b) oo; c) 1/4. 
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522. F (y) = In (1 + y). INDICATION. L'intégrale F (y) converge pour tout 
y > —1. 


1 


erxX(Y+1) dr = ——— 


F' (y)= en 


converge uniformément pour tout y > yo > —1, ce qui signifie que, dans 
l'intervalle indiqué, la dérivation par rapport au paramètre y sous le signe 
d'intégration est valable. Ayant en vue que F (0) — 0, on obtient F (y) — 


523. F(y)— VY y (y 0). INDICATION. On sait que 


| exp(—#) dt VE, 
( 


00 


° it 1.,/7 
F' u= | exp (— yx?) dx — VE \ exp (—#)dt=- y Je 
0 d 0 


La dernière intégrale converge uniformément pour y > yo > 0: 
| 1 


924. En intégrant \ xŸ dx — — par rapport au paramètre y dans les 
limites de B à «&, on obtient 
œ 1 4 « 1 1 
d zy |@ 2% — 28 
NRÉCICENBELICSE az = | dt, 
J n x|p In x 
B 0 0 cs 0 0 


œ . 
dy Ë +1 
— | — 
Donc, 
1 e 6 à 
Û x —x ps CA 
ne B+L1 


Signalons que dans le domaine 0x1, —1<$B<y<a, l'intégrale 
initiale converge uniformément. 

929. L'intégrale converge. INDICATION. Considérer le disque privé de e-voi- 
sinage de l’origine des coordonnées U, (0) et passer aux coordonnées polaires: 


2H 1 1 
| In VAT de dy = | jrinrärdp=on | rinrar= 
SU, (0) 0 e E 


e? 4 e? 
=2T (—<- net) + +, £ — 0. 
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526. a) L'intégrale converge uniformément en vertu du critère de Weier- 
strass 


O0 


0 
|coszy|< 1, | | — 
0 


4 + x? 


dx ® JL 
ar |< À pee a DE 
() 


b) L'intégrale converge non uniformément. Le changement x Vy=u 
montre que . 


O0 O0 
| V y exp (—yx?) dr — | exp (—u?) du, 
0 0 


ce qui signifie que l'intégrale ne dépend pas du paramètre y. Pour y = 0, l’in- 
tégrale s’annule. On voit donc que l’intégrale F (y) est une fonction discontinue 
pour 0 < y << , ce qui veut dire que l'intégrale converge non uniformément. 
La convergence de l'intégrale sera uniforme si 0 y < y << 0. 


CHAPITRE 8 


527. V5 In 2; l'équation de la droite AB sera y — 1 (x — 4). 529. 24. 


2 
2 2 È | 
530. Te nus INDICATION. L’équation de l'arc d'’ellipse sera 


y=—— V ax? (0Szr<a). En adoptant x en tant que paramètre, on 
obtient 


E V b _x : 
fade |se Va z +f =) dx 
0 


T 


à 


a 
_ — | z V a+ (b2— a?) x? dr. 
0 


1 a 
531. | vas—2 | VE V/ 144-460 y 7-9. 
T 0 


532. Passons aux coordonnées polaires: æ = f cos @, y — p sin ®. L’équa- 
tion du cercle x? + y? — 2ax ou (x — a)? + y? — a? en coordonnées polaires 
s'écrira p = 2a cos p (—n/2 < p < 1/2). La différentielle de l'arc de ce cercle 
sera 


ds = V f' (p}?+f (p)? dy — V/:4a? sin? @+ 4a? cos? p dp — 2a d9. 


Donc, 
x/2 

{ (&— y) ds = (2a cos? @ — 2a cos p sin p) 2a dp— 
—n/2 


T/2 
— 4a? | cos? p dp = 2a nr. 
— 7/2 
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2 2 2 p2 
533. eo? — je Var 
2 2 a?—b? a 
535, 21 °b Va? + b°. 


036. se , Ve a. INDICATION. La longueur d'arc de la demi- 


(a > b). 


arche de cycloïde sera 
T 
re | Va OF GP at =4a ; 
0 


IT 


{ 4 
e= Vz' GE y G} dt=<a, 
x TT] | 2 z'(t)?+ y" (t)* dit 3 0 


0 
Te GE Ode: 
JE] g 
537. 2na? V a+ bè. INDICATION. 


1 nos | + VO EE (Mi dt. 
T 


539. 2. INDICATICN Utiliser la propriété de l’intégrale | = | + À, 
T T1 


V = Ti + le | | 
540. a) 512/15: b) 64/3; c) 0. 541. à) 43 b) 13 c) 1 
542, grad u — {2x + y, 4y + x, 62 — 6}. 543, à) 2 = xy; D) z = y = 2. 
544, rot a — {0, 0, O0}. 545. rot a = {1, 1, 0}. | 
546. a) Le potentiel existe, car rot a = o et l’espace R$ est un domaine- ym 
simplement connexe. b) Le potentiel existe, rot & = o. c) Le potentiel n'existe: 
pas, car rot a = {0, 1 — y, z}  o dans R$. | 
548. a) Cette équation est aux différentielles totales. b) Cette équation est 
aux différentielles totales. c) Cette équation n’est pas aux différentielles totales. 


(rot (2 — 4, eo ou LE —-y 2). 
549, 2° + ay — y = C. 550. 3z°y — y9 = C. 554. rev — y = C. 
3 
592. x + + D — C. INDICATION, La fonction potentielle U (x, y} 


y 
2 2 3 

pour le vecteur a — {_r , — 4) est trou- 

: y y (x,y) 
vée en tant qu'une intégrale de deuxième espèce 
du vecteur a. En qualité de chemin d'intégration on 
peus prendre n’importe quelle courbe qui ne coupe pas 
‘axe Ox. On peut, par exemple, utiliser la ligne poly- 
gonale (fig. 100) qui relie les points (1, 1), (x, {), 
G y) (x > 0, y > 0). Si le point (x, y) se trouve 
ans le demi-plan inférieur, n'importe quel point 
situé au-dessous de l’axe Ox, par exemple, le point 
(0, —1), convient comme point de départ. 

993. rot fyz, xz, ay} — 0; U (x, y, z) — xyz. La solution générale sera: 
zyz — C. Chacune de ces variables peut être présentée comme une fonctiom 
de deux autres variables indépendantes. 


Fig. 100 
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554. xy + xz + yz — C. 555. y (x? + 7°?) = C. 556. \ ee + y?) dx dy. 
Q 


e) “i 


557. À | ex (y — x) dx dy. 558. O0. 559. —-1/3. 


Q . 
560. x R4/2. 1xpicaATIoN. Appliquer la formule de Green et passer aux coor- 
‘données polaires. 


961. mA = | (—y dr+x dy)— 


T 
27 
D Co | : 
ee nm | (a sin* t{-3a cos? t sin t+a cos l . 3a sin? t cos t) dt = & ra?. 
0 


562. rot a — o. Cela signifie que le vecteur a. est doté sur le plan d’une 
fonction potentielle. Le travail du vecteur a est donné par une intégrale curvi- 
ligne de seconde espèce qui ne dépend pas du chemin d'intégration, donc, le 
travail effectué est indépendant de la configuration du chemin parcouru: 


A= | (a ds)= | (2 zy dr + x? dy), 
D D 


où T représente n'importe quelle courbe qui relie les points (1, 1) et (2, 5). 
En calculant l’intégrale prise le long d’une courbe déterminée, on obtient la 
valeur du travail effectué. Dans notre cas, il est préférable de trouver la fonction 
‘potentielle en résolvant l'équation aux différentielles totales 2zy dx + x? dy — 
— 0 qui est une équation à variables séparables. On obtient U (x, y) = x°y, 
æt le travail À = U (2, 5) — U (1, 1) — 20 — 1 — 19. | 


564. _ nai. 


565. m= VE vi ds = | | Va VIF TA dr dy, où © est la 
S "a 
“partie du disque x?+ y? < a? disposée dans le I®r quadrant ; z— Va? y?, 


| 
an = — Ta. 
8. 


566. x? [ay 1+a?+Iln(a+ V1+a?)]. INDICATION. L'élément d’aire 


d'hélicoïde dS=—|ryl -|rol du dv= V 1+u? du dv. 

568. xa4/2. INDICATION. Ramener chaque terme à une intégrale double prise 
-sur la projection correspondante sur les plans de coordonnées. 

569. 0. INDICATION. Effectuer les calculs séparément pour chacune des 
quatre faces du tétraèdre. Par exemple, pour la face inférieure S* (triangle 


orienté), la normale extérieure n (4) = —k, z — 0. Donc, 


4 
| (yz dy dz + xz dx dz+ xy dx dy) — | zy dx dy = — | zy dr dY=—<7, 
sx CE A1 


OU 
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Procéder d’une façon analogue pour les autres faces situées dans les plans 
de coordonnées. Pour la face S*, qui se trouve dans le plan x + y + z = a, 
le cosinus de l'angle que fait la normale extérieure avec l'axe Oz est donné par 
l'égalité 
cos(n, 2)=1/V1+22+2, 


€t 


| (yz dy dz + x2 dx de ay de dy) = | | vrdydi+ | | x2 dx dz + { | zy dx dy — 


Si À 3 A3 A1 


Finalement on obtient 


=|...+\...+ |...+|...=-#$4S 0 
$: 


| . = ee 
d « 
S* S* S 


(CE 2 
(EE 
+ 


570. div a — 3 (x° + y? + z?). 571. div a — 2 f (r) + f° (Pr). 


572. div (grad u) = 6. 
573. a) rota—=0; 


i j k 
à Ô ô / 
b) rot (f(r)c)=| == on Ur =1O ox. 


f{nci fc fc 


574. a) 0. Le vecteur a —{yz, zx, zy}, donc div a=0, 


b) 2 | || (z—+ y +2) dx dy ds; ici a—{x?, y?, 2°}, 
G 


dx dy dz Z y 2 a _— 
c) 2 À || EE s ici a={? y — , +} ,r= Vz+yhri, 
PTT 
J) Vatirs 


ä) À | | Au dx dy de; ici a=grad u ; div(grad u)=Au, 
G 


. ô?u d?u o?u 
OÙ AUS Er To À on 
1x 1Â1-x-7 


41 
575. 1/2; div a=3; ( | | sde dy ds \a À dy | dz. 
G 0 0 © 


576. O (cf. no 567). 577. O. 
579. —4n. INDICATION. g={y—2, 2—x, z—y}, n—{1/V2, 0, 1/V 2}, 


| (ya de+6—2 dut(e—n ape | as, 


T S 
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où S'est l’ellipse disposée dans le plan x + z — 1. La figure 33 montre que son 
demi grand axe est égal à y 2, alors que le demi petit axe est égal à 1. L'aire 


Ld 


de cette ellipse est égale à n y 2. Pour les calculs directs, l'équation de l’ellipse 
doit être présentée sous forme paramétrique en posant comme paramètre z 
(OZSz<2):z—1—1, y—= + V2: — z?. Ensuite, l'intégrale prise le long 
de Test divisée en deux parties pour y > 0 et pour y << 0. Signalons que dans 
le premier cas z varie de 0 à 2, et dans le second, de 2 à O. 


CHAPITRE 9 
983. Vz, si ax 1,0<x<2n, si 0 << a < 1.INDICATION. Pour 0 <a < 
< 1, utiliser le critère de Dirichlet (a; — ka, fy (x) — cos kx). 
584. Tant de fois que l’on veut. 585. —o << x << . 


_yynsi SIN AT sin nt 
CNP DD 


n=1 . n=1 


T 4 . cos (2k +1) x 
does 2 (2k+ 107 


ñ 2 . cos (24 +1) si in X 
d) + À te vo (DE. 


nu Sinnr 
É Tatr à Grp +2 RSS 


f) Si a est un entier, on a sin az; si a n'est pas un entier, alors 
? 


O9 
2sinan : nsinnx 
ee. > MT Pine 


an 
n=1 
a COS nT 
8) — shan a+ 2 (4 aù+ n° | 
n== 
_yna SINNT HN _4 cos (2k+1)x 
588. a) 2 21 1) ES r À (24 + 1)° 
n= … 


INDICATION. En développant la fonction f (x) en série suivant les sinus, on la 
prolonge sur ] —x, O[ de façon impaire, ensuite, périodiquement sur l’axe 
numérique tout entier (fig. 101). Pour le reste, cf. no 586, a). Le développement 
en série suivant les cosinus aboutit au prolongement de la fonction f (x) sur 
]—x, 0 [ de façon paire (fig. 102). Pour le reste, cf. no 586, c). Signalons que 
dans le cas examiné, la fonction prolongée périodiquement est continue sur 
l'axe tout entier. La série de Fourier converge uniformément sur l’axe entier. 


s sin 2nx ; ss 2 ss cos (2n +1) zx | 
b) >» —— (ig. 103); — > —Gnep — Uig. 104). 


na=1 n=0 
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a > (2n +1)? cos (2 ne ). 


n=0 


590. a) x: b) n/4. 


989. 


Fig. 101 Fig. 102 
591. a) | f1—=1/V5; b) Ifl= V2; ec) If = V(?—1)2 ; 
d) I f11—1/V3. 


592. 0 <a < 1/2. 


Fig. 104 


993. Pour tout &« > 0, la suite converge vers zéro d’une façon non uniforme 


{ max f(x) = 1) Pour tout & < 0, la suite converge vers zéro en moyenne 
OLXx<I 


quadratique. 
EN ZT J'T sine 
2 Dm mn 
505. F()=7/ À | Î @eostsat=)/ À (oostsar= = . : 
0 .0 
996. f(x) — N  : INDICATION. Utiliser l'intégrale répétée de 
Fourier | 


fe = | COS æs ds | 1 (t) cos ts di 
0 0 
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qui est valable pour la fonction f () continue par morceaux et absolument. 
intégrable sur | 0, œ [ (cf. n° 595). 


2.21 sin (1+s)a , sin(s—1)a 
597. OL Se |. 


598. Q(s, = V + | sine ee VE ArtET. INDICATION, 
0 


En dérivant par Fr aù | paramètre r, on 1 obtient ci. BI, ne 4, $ 14, 
FRPAHON G) : | : 


ao TT. FT . 
An + |e X COS rx dt — a SLR: 
0 
D'où 
-y 2 Arctg +0, Q(s, 0)=0, C=0. 
599. a as) (cf. n° 598 et [2], chapitre 4, $ 44, relation (6)). 


b) 63/697. c) 54/290. = : 
: CHAPITRE 10 Lu 


TI 


600. A = (| | u (p, 8j (© pa)"e Er: 
TH 


INDICATION. La série de Fourier pour la fonction f (6) est de la forme 
(cf. n° 586, c)) 


(1—p) +0 pour p + 1—0. 


cos (2k +1) 6 +1) 6 


os TD 


La fonction harmonique (dans le. re unité AEEIRES par la fonction f (6) 
peut s’écrire (cf: [2], chApIte 5,:$ ) : 


ñ CO 2k 1)0 
u (p, Q= ++ s pet _e0s DO +2 


(2k +1)? 
D'où, en vertu de l’égalité de Parseval, on obtient 
… __N2Rk+i\2 1 | He. 
a= (ay CS EE GrY) 
0 
, 2h19 1/2 
= (4 > Up t+o+.. pp Er) 7 < 
0 
- À 1/2 re 1/2 
<u—e) (4 2 mp)" up (4 | 7 Fe 


(cf. n° 587). 
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REMARQUE. La fonction harmonique u (p, 8) tend vers j (8) le long de cha- 
que rayon (fig. 105) pour p — 1 — 0 at sens habituel aussi, mais la vitesse de: 
convergence sera pire que (1 — p). 


A 


Fig. 105 


En effet, choisissons pour p (1/2 < p << 1) fixe un nombre naturel N tek 
que 4/(N + 1) < 1 — p < 1/N. Alors (cf. n° 376), 


- 2k+1)0 
6, 9 @1<< D dpi) LCL 
0 
D A parti - 1 1 
N — p: + | C 
<e > Ck+ 1) ++ à (2k ET) ve HiTtT Ni S 
0 + 


<eA—P IN + <e (ip) ln Te (AP) < 


< c (1—P) in - +0, p—+1—0, 


4 
IP 
où les constantes ec qui figurent dans différentes inégalités sont, généralement: 
parlant, distinctes. 

601. Développons la fonction f (x) en série suivant les sinus (cf. n° 588, b)} 


(= > Se . 
La solution du problème est de la forme (cf. [2], chapitre 4, 8 7, relation (11h 
u(z, t)— > Fe ce (— 4n?t) sin 2nzx. 
1 
En appliquant l'égalité de Parseval, on obtient 
A = | > + (1— exp (ana | : 


1 
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Pour t (0 < t < 1) fixe, choisissons un nombre naturel N tel que 1/(N + 1} < 
<& ti << 'A1/N?,. Alors 


N 00 
TT 1 \172 
AR D EU—exp( a+ D EE). 
n=1 N+1 
En faisant appel au théorème de Lagrange et en ütilisant l’estimation du n° 376, 
on obtient 
N N 


7 (4n?texp (= A4n?5))2 + = | de ÈT (> DE 2n2 + 
1 


c 1/2 _ 
N +1 ri) L 


1 
<e (en | le <et/#0, 1-0. 
602. l 


4 e nt c0s (2 ne in (2n+1i)t]. 


NI 


«cf. [2], chapitre 5, $ 5, relations (8), (11)). 
603. L' application de la formule de d'Alembert donne 


1 1 1 Ù 
ce dr (en tree J+ 


++ [Arctg (x+t)— Arctg (x—1)]. 


_A yf@) dt __y = 
605.  u(z, y)—— | G—t} y n + 
l=x 
À l 
= | nr = [ arte — E+arotg LE | 
—l-x 


Si u — 1/2, alors Arctg (( — x}/y) + Arctg (( + x)/y) = x/2, ce qui 
indique que (1? — x°)/y? = 1 est un demi-cercle (y > 0) de rayon ! centré sur 
l'origine des coordonnées. 


606. u(z, t)— 


Re (5) 
er DO EET TE 


CHAPITRE 11 
608. a) |zl— 5: b) [z1—1: ©) |z| — 4. 
609. a) z = 2 [cos (— Se no b) 2 (cos (3x/4) + i sin (3x/4)). 
610. a) 2e; b) Lie c) Ro d) 1-exp (a+) i. 


2 | 
612. a) 1728; b)1. 


613. a) ÿ/2exp (— 1) (k=0, 1, 2, 3): b) +1, +i. 
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_ 1 w z—iy? 
=, me  —— 
614 w—=z—iy?, _— PORT 
616. a) Le cercle de rayon r centré au point z. 
a 2 
b) L’ellipse = + EL = 4, b2 = 02 — c2, INDICATION. | z—-c | est la distan- 
a bà 


ce du point (ce, 0) à z = (x, y). Par définition, l'ellipse c’est le lieu géométrique 
des points dont la somme des distances à deux points fixes, appelés foyers, est 
constante, 


4 \ x > À 4 \ —2y 1 
c) Re (+) = ELA 2 Im (=) DE ee TE Ce sont 
2 

les ellipses (x—1)2+4y2—1, + += 1. 

d) L’hyperbole zy = 1. e) La parabole y = r?. 

617. a) —1; b) —(5 + 12i)/13. 

619. a) Le cercle | w | = 2 ou u? + v? = 4. Pour z = peiv, w = en e-ip 
et, par conséquent, le cercle | w | = 2 est parcouru dans le sens horaire Deus 
z décrit le cercle | z | — 1/2 dans le sens antihoraire. 


b) La demi-droite qui suit la bissectrice du IV® quadrant de oo à 0. 

c) L’axe Ov à l'exception du point O = (0, 0). Si le point z se déplace le 
long de l’axe Oy de —o à co, le point w se déplace d’abord de O jusqu’à 
+oo, ensuite, de —c jusqu’à 0. 

620. lim z— —i. 

Z—7? 
à se | Tr? — y? 
621. Il n’y a pas de limite, car Re w — 


2 
rè + y? 


_n'admet pas de limite 


pour æ—> 0, y — 0. 

622. La fonction sera continue. 

623, a) w° — 2z. b) La fonction n'admet pas de dérivée en aucun point du 
plan des z. c} La fonction n’admet pas de dérivée. d) La fonction admet une 
dérivée égale à zéro seulement au point 0. 

624. of" (2) = cosz, |f’ (2) 120 = 1cos O0] = 1, | Arg f'(2) 120 = 
— | Arg cos 0 | = 0. 

625. a) z 0; w' = 3z°. b) Aux points z qui ne sont pas des zéros de la 
fonction sin z, c’est-à-dire z - (kn, 0) (k— 0, +1, +2, ...). c) 2 —1. 

626. a) La fonction est analytique. b) La fonction n’est pas analytique. 
c) La fonction est analytique. d) La fonction est analytique. 

627. a) f (2) = 2? + 2z + Ci, où Im C = 0; b) f (2) = 2? (2 — i)/2 + Ci, 
oùlmC—0;c)f()=u+iv— (C —21n z)i, où v = rœ sin ® —rInrcosp+ 
+C, ImC—=0et Inz= Inr + iv. 


629. u — C Arctg À Ce 

W—W] ., Wg—Wr _Z—-21, 23 — 21 : = 

630. D = Wa . WU À Gt : Z3 — 29 ’ OÙ Z1» 22 23 et Wjis Wo, 

ws sont des triplets quelconques de nombres réels pris en ordre ascendant. 
32. w — 24, 633 a) w—ez; b) w — e?z., : 635. w = (1 + i) (1 — 2). 


22—5 : 


— 3 
637. La fonction figurant sous le signe d’intégration peut être mise sous 
la forme. : : 


A+Hi—9z= (1 — 2x) + i (1 + 2y). 
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a) 2(i— 1); b) —2 +; c) —2. 


638. 2. 

639. 1 + ch x — x (4 + i) sh x. INDICATION. La fonction w = z ch z est 
analytique dans tout le plan, ce qui permet d'effectuer l’intégration le long de 
n'importe quel chemin reliant les points O et x (1 + i). Utiliser les formules 
Ch iz — cos z, sh iz — à sin z. 

640. a) 7 + 19i; b) —i/e. 641. a) I — 0, car la fonction figurant sous le 


signe d'intégration est analytique dans le disque | z— 21 1; b) I — —< ds 
c) I = met, 


642. à) 2ni; b) 2ni (—e-!). INDICATION. {. = | se lé OÙ 


C Ci 
C; et C, sont des contours décrits autour des points singuliers z — —l'et z — 0 
qui sont entièrement disposés à l’intérieur du contour C, étant toutefois dis- 
joints. 


644. +. 645. co. 646. 0. 647. 00. 648. co. 649. 1. 650. 1. 651. 1. 


652. DCR LMUEESNEL (|z|<1). INDICATION. Dériver le déve- 
(9) 
loppement 


n [e e} 
ED LR (1z1<1). 


653. _ > [(— 1212-21] 2n (| z | 1). INDICATION. Décomposer 
0 


d'abord la fonction en fractions simples. 


{ 2 2? 3 
655. 7 tr (5) — "35 (2 — 8) + . + |z—3 | <+). 
656. a) 1212; b) |z+1]>1/4. 
n O0 : O0 O0 : 
657. a) —. > (+) +Y z" — De (4—2)-n-1) 7 ; 
0 0 0 
D DE SE; à Der-prri, 
0 1 ( 

: 1 1 3 1 D : 

658. Au au-0 | À à (z —1) LE 7: (z—1)? — o.. —= 
= D (ii O<Is11<9. 


n=—2 
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INDICATION. On peut utiliser la formule qui donne les coefficients de la série 
de Laurent 


_. À ( dz 
GR on M pe + 
L 


où y est n'importe quel cercle centré au point z, — 1 et disposé dans la couronne 
O<1[z—1]—<2. La fonction f (z) — 1/(2? — 1)? est analytique dans la 
couronne susmentionnée. 

ca peut également utiliser la méthode de décomposition de f (2) en fractions 
simples : 


1 1 1 { 2 
ne  ) — 


A 1. 1 


1 
TT A(z— 1)  4(2—1) T 4(250 ES 4 (241)? : 
OUR a 
z+ 1 (z+ 1)? 
les puissances de (2—1), on peut utiliser les techniques exposées au n° 654. 


1 Z ; 29 25 
659. 2 ol Te y san IC Fa lES ON: 


660. 24 tt, (12150). 


661. a) C'est un point singulier artificiel. b) C’est un pôle d'ordre 4. c) C’est 
un point singulier essentiel. 

662. a) z — 0 est un point singulier artificiel ; z — © est un point singulier 
essentiel. b) z — 0 est un point singulier essentiel ; z — est un point singulier 
artificiel. c) z — 0 est un point singulier essentiel ; z — © est un point singu- 


lier artificiel. d) z, — ( n + DE sont des pôles simples (n — 0, +1, +2, ..….). 


Pour effectuer le développement des fonctions et suivant 


INDICATION. Les nombres z, sont des zéros de la fonction w —chz. Au voisinage 
de z,, la fonction th z peut être mise sous la forme 


ch (z—2n) 
sh (Z2— Zn) , 
3 — Zn 


th z— 
(Z2— Zn) 


zoo est un point singulier essentiel, car, pour z2—+ 0, thz n'admet pas 


de limite: pour z=x, thr->1, x—> 0: pour z—iy, thz — Te — 
= itgy et, quand y —+ œ, il n’y a pas de limite. 
665. a) Res f(z)}—0, Res f(z)—=0. 
z=0 Z—=00 
b) Resf(=À2, Res f() = —-1 
z—0 3! pe 3! 
17 e? 47 e? 
R z) = — — = = ——— 
c) Fay Î (z) be ? es Ce) 27 , ae 0 54e DT ° 


15% 
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d) Resf (z) — 1/2, Res f (2) — 1/2. Dans ce cas, on a fait appel au 
2 7==00 . 


2z= 
théorème fondamental des résidus. Le développement de la fonction 
(z — 2) exp (1/(: — 2)) suivant les puissances de z est bien fastidieux. 


667. a) rie b) mi: c) —ni/V2; d) ni. 


2 

669. a) x/y2; b) n/ab(a+b); c) 2x/3: 
1.3.5...(2n—1) _ n(2n)l! 

s 2.4.6...2n  2{nl} 


670. a) ne-a/2; b) 0. INDICATION. Considérer la fonction 


2 
A = 


T — 
671. 1=T-(1— 670). 
CHAPITRE 12 
1 3 , 
673. a) Ro: b) PTS : 674 Non, car @(p) est une fonction 
De à | 1 2 3. 1 
périodique. 675. a) nn EL b) 2— ET g do 


676. La fonction indiquée n’est pas un original, car l'ordre de croissance 
de la fonction exp ({?) est supérieur à n’importe quelle fonction exponentielle 
exp (st) (pour tout s, constant) quand # —+ oo. 

677. p(p?+mit+ n°) 

(PE mi + n°}? — 4m2n?° 
p2 +18 pt 16p? +24 
678. = LT pb) F(p=—t = —, INDICATION 
) FO Gras à D FO) GE (+16 
f(t)=costi, f(0)=1, F(p)=7f(); 


1 (t)= —4cos$ t sin t— —2 cos? # sin 2t— 
— — (4 + cos 2t) sin 2{——sin A —— sin 4f ; 
PORTE PE 
679. a) RE (fr) = oo) : b) Gr - 
680. 2) EE: b) En (cf. n° 679). 
681. a) In; b) Lin VE; 9 nie. 
682. a) sin Er: sin : 


2(p—1) —6(p—1)_ 2(p—1) (p—4) 0 679). 
DOTE Gps Ci ne 00 


683. a) Pour la fonction f(t)=sin t:o (t)},onaf.(t) — donc, en 


_ 
pi+1 
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vertu du théorème de retard, sin (t—b) 0, (t—b) = e"pb HT: b) _ : 
684. a) ET b) nn D CT INDICATION. 
oo (hR+1)T 
Llsint|; pl= ÿ | e-Pt|sint|dt— 
0 RIT 
oo  (22+1)T (2k+2)n 
— > e-Pt sin t dt — e-Pt sin t dt | — 
0 2RT (2k+1)T 


= » =. i [e-CAatDpn + e—2hpa +- e-ZtR+1)pTT + eP(2R+1)1] — 
D 
0 


= [S epRI + S cran | : 
0 1 


1 1 2 p 2 
S8S 0) pi D pp QT) 


687. f (t) — A1 + jet Le T COS t — : sin t. INDICATION, Décomposer la 
fonction rationnelle F (p) en te simples et utiliser le tableau des images. 


688. a) 1O=S (ete); b) f(t)—=i—sini. 


2 
690. a) e-?{sint; b) +26 sin f. 
691. a)  — et; b). HS à Sin t ; 
9 44 ,4t nets 
c) (ét) = ++ e cos 21+ 2 5 et sin 2t. 


692. a) z.(t) — t Arctg it — in (1+ #2). INDICATION, On considère d'abord 


le problème x” = 1, zx (0) = x’(0) — 0 qui a comme solution zx, (t) = #?/2, 
D'après la formule de Duhamel, 


t 
= (una 
0 


b) y = (sin x — x cos z)/2; c) y = e% + 4 cos x — 2 sin x — 5. 
694 a) Le = et, AE — et: 


b) x = du. — cos +5 sin dt, 


= d—D+ cos u 1 sin 2£—cost, z(t)—cost; 
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c) y (x) = Te + Reiser, 


PAL 1 


2 
ex — ex — PK 
z ° TE Cha 


695. a) JL e-ax. INDICATION. 


dt 
a?+ 1? TT 


TT 


00 
| dt P 
pè+t? a+ a? — p? 4 

c0 


{ Â 
rl 


P t 1 t | 
LE ——————— — À CN ——" —— 
api | e rctg + à Arctg 7 ls 


D'où I (x) — 


a 
72 exp (—arx). 


b) L[T (x); pe À ({ crsintde) 294 à 
0 O0 


[a +] Le, »] 
t cost cos t dt ELA 
=— es Que L — EE eme eP, 
p?+t? - | p?+t? 2p 


Conformément au tableau des images, 1 (+4) =—— 


5 Op (z—1), 21. Si z— 


—1, alors 7 (1)= _ 


un 
rer] 

Les) 

N 
Lo 


RÉPONSES AUX PROBLÈMES DONNÉS EN ANNEXE 
PROBLÈMES CONCERNANT LE CHAPITRE PREMIER 


700. Si 0<a<, l'inégalité est vérifiée par tout nombre réel z. Si 
see. les nombres x € —+, vérifient l'inégalité. 

701. QU I=R (c'est l’ensemble de tous les nombres réels); Q NA 1=S; 
QNI=Q. 


CIE 


ñn 
702. INDICATION, n < 2° pour n >4. C’est pour cela que n21< 2 de 
<e pour n>2 logs. 
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70%. D. 705. 1) 1: 2) — INDICATION. 4— _ AR DNRTER, 


4 ke? 
709. Si a = 0, alors . “nu — 4% 1, Si a—0, alors la suite feu} 
ñn—00 n a T 
peut ne pa® admettre une limite, mais si toutefois elle l’admet, cette limite 
appartient à [ —1, 1]. Considérer les exemples En; Ln = ut In = 
24+(—1 
HET; ongn (Il < 


710. La suite peut admettre une limite ou non: En, Yn =(—1)" ; 
| 
ne yn={(—1{)Tn. 
Î 1 1 1 
143.4) {a-t, bats, bte, ab, be, ee b 
2 2 3 3 
2) {12, 2, 22, 3, 32, ..., n?, n—+1, ...); 
1 
3) {4, TE 


4) On sait que tous les nombres rationnels forment un ensemble dénom- 
brable. D'autre part, tout nombre réel c constitue la limite d'une suite de nom- 
bres rationnels (c — _: c(n)). De cette façon, la suite cherchée inclut tous 


les nombres rationnels tr, }. 
714. 1) Désignons M, — lim sup », M, = lim sup y», M = lim sup (22 + 
no k>n no k>n no hkn 
+ yz). Admettons que la sous-suite np Ÿ Un) converge, que "les sous-suites 


{tn} et {Yn,} Convergent elles aussi et que 


Alors 
M=lim 2n, + lim yng < M1+ Me. 


Considérons maintenant le cas où les sous-suites { xn, } et {ynL} diver- 
gent. Choisissons dans {zn,} une sous-suite convergente qui sera notée 
{ns}. Alors, étant donné que, dans le cas examiné, la suite Can + 


+Vnn,} converge (vers le nombre M), la sous-suite { Unp} sera également 
convergente et 
M =lIlim (Zn + Yng) =lim Œng; Un, )—lim Tny; + lim Yng; < Mi Ma. 
En qualité d'exemple, on peut examiner les suites x, = (—1})*, y, = 
= (—1)2*1, Dans ce cas, M, — M, = 1, M = 0. 
2) La démonstration est analogue à celle du n° 1). 
715. E — ]—oo, œ[, ÆE1 — [0, 1[. 716. E = [—2, 2], Æ1 = [0, 2]. 
717. Enfin <a +2, k=0, +i, +2, …. } Ei=(0, 1]. 


718. E=l1, 3], E=| +, + |. 


719. E—{E+on<s< +, k=—0, +1, +2, Re E; —]—, 
log 3]. 
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720. E—{z “ti , P, 4 étant des entiers }, E;={y= +1}. 
721. Ei—1[0, 9]. 722. E1—1[0, 6]. 723. E1=/]1, 6]. 
724. E= |o, pI 


4 
725. 1) f(4)=0, f(D=——, fa+D=—<- _ 
2) 1 (1)=0, f (2)= —2, f(zc+1)=—-z—7; 
3) f(1=0, f (2)=1, f (+ 1)=sin TT 


4x? 
Doi . nes 
726. 1) f(z)—2?—517+6; 2) f(x) — a 
739. La fonction est uniformément continue. 740. La fonction. n'est pas 
uniformément continue. 741. La fonction est uniformément continue. 742. La 
fonction n'est pas uniformément continue. 748. La fonction est uniformément 
continue. 


xPT1 (1 — zx)" 1 


Pise _— D RES 2 nt 
744, y = TEE [p—(g+1)z—(p+q—1) 2°], ze —1. 
745. y = —3 (cos + sin 3x). 746. y’ — Lee ce? (z52kn, k étant 
2sin? — 
2 
un entier). 
AT pe 0 Br = C0. 540) 
pt . y sléz LE » 21). 
4 
CARRE 3 fr , 2 | 
749. y'—th$z. 750. y’ — 2 751. y'= 3x? +15. 


752. y'— 6212. 753. y —12xt(2— 7x). 
455. 1)n>0; 2)n>1; 3) n>2. 


756. Généralement, ce n'est pas possible (sin x<cosz pour 0< x < _ 
mais (sin x)’ > (cos x)’). 


757. b—hac—0. 758. = 759. y, = cotgt (0<1t|<In). 


760. = cotht (tl>a). 761.1. 762. +. 763. + 


2 LI 
0 a D er Se 
e e ° e e y _— Le 
m __ 4 COS? x —6 f (x) f” (x) —[f" @)l 
767. LT. 768, y OP OUEN. 
__ a! non. 14e 


771, y4)— —4eX cos x. 772. d'y —120dr$. 
773. dy—8sinx-shzrdit. 774. diy —2 [3du. du + u du]. 


2 3: 4 > # ’ 
775. ÉYy=—S dur du d?u de du. 716. d’y=f" (x) dr?+}f (x) d?z. 
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(— 1) LR Len-l (ad — bc) 


777. y — Ce qu , (ad—bc-£0). 
778. y =n! + | . 779, f (a)—=n!\ (a). 


782. Si les fonctions admettent les mêmes dérivées, elles diffèrent l’une 
de l’autre d’une constante: 
fa) —g()=ce, VYr. 


La constante c peut être trouvée en attribuant à x des valeurs pour lesquel- 
les les fonctions f (x) et g (x) sont connues. 
Par exemple, soit x < 1. En posant x — 0, on obtient 


1(0)—g(0)=c,  Arctg 1—Arctg 0O=c, +06, =. 


Donc, pour z< 1, 


A+x ñ 
=. — Arctg =. 

Pour établir la liaison entre les fonctions f (x) et g (x) pour x > {, passons 
dans l'égalité f (x) — g (x) = c à la limite pour x — +: 


Arctg 


_ TT T ___ 3n 
Arctg (—1)—Arctg (+oo)=c, 7 50 =. 
Donc, pour x > 1, 
us ne 
Arctg 1. — Arcig x 
84. sh 5. he 9 
784. sh x — > ENT . CAT — D or 


k=0 
786. | x| 20 39. INDICATION. I] faut estimer le reste de la formule de 
Taylor pour la fonction y — cos x quand n = 4 


787. 1) … 2) Le 


788. - |x | 1, la fonction est strictement croissante; pour | z | > 1, 
elle est strictement décroissante. 


789. Pour | x | <= , la fonction est strictement croissante; pour | x | > 


> 7, elle est strictement décroissante. 


790. Pour | x | < _ la fonction est strictement croissante; pour | x | > 


> _ elle est strictement décroissante. 
791. Si’a > 0 et si b? < 8a, la fonction est partout strictement croissante ; 


, { : : ; 
si a = 0, pour x > re la fonction est strictement croissante, alors que pour 


z < — elle est strictement décroissante; si a > 0 et si b?>> 8a, pour 


Le Di 2 — = 2 — 
__—b— Vh?—8a ns b+ Vb?—8a | 
4a &a 


16—01484 
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la fonction est strictement décroissante, alors que pour 


—_b— y b?—8a —b+ V/b?—8a 
+ 
4a 4a 
elle est strictement croissante ; si a 0, alors b? > 8a et, dans ce cas, pour 

—b+ y b?—8a —_b— V b?—8a 
———— —— ——— IX ———— 
4a 4a 
la fonction est strictement croissante, alors que pour 
—b+ V b°—8a —b— V b?—8a 
4a 4a 


elle est strictement décroissante. 
792. x — 0 est un point d'inflexion; sur | — œ, 0[, la convexité de la 
courbe est dirigée vers le bas; sur ] 0, œ [, elle l’est vers le haut. 


793. x =—{ est un point d'inflexion; sur | — ©, —* L, la convexité 


“D ai 


TL et TI > 


1 


2 
de la courbe est dirigée vers le haut; sur | — 7 © É elle l’est vers le bas. 
794. Pour ie la fonction présente un minimum, y (+) Cr pour 
ab ° ab b ? 


| . 
ET un maximMUM, y (—+ 


795. Pour g=—— , la fonction présente un maximum, y + )= : 


our z— + un minimum (—) 
P Et b , s Y b ee 9b . 
796. Pour zx —a, #2, la fonction présente un minimum, y (a) —0, 
3a+-2b \ 108 : 
» | 5 | =35 ( LL | 
797. y(2) = 0; pour x — 0, la fonction présente un maximum, y (0) — 
— 4; x— +1/7y3 sont des points d'inflexion, y (+1/y3) = TZ: y = —1 est. 


une asymptote horizontale; sur ]J—, O[, la fonction est strictement crois- 


1 1 
sante, alors que sur ] 0, œ {[ elle est strictement décroissante; sur | 7; 7 : 
1 


la convexité du graphe est orientée vers le haut, alors que sur | — ©, 7 


et sur | Le œ. elle l’est vers le bas. 
JT y3 | 
798. Si 0 <a < L! , alors z=— ©_ est un point d’inflexion, y (=) 
4 1— a 1— a 
1-24 nr 
2 = = 

= e A ; pour ere la fonction présente un maxi- 
mum, alors que pour AT , elle admet un minimum; 
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sur ]— ©, 0 [, la fonction est strictement croissante, sa convexité étant orien- 


tée vers le haut: sur | 0, ET | , la convexité de la courbe est orientée 


vers le haut, alors que sur | , CO | , elle l’est vers le bas; sur ] 0, 


a 
1— 2a 
z1[, la fonction est strictement croissante ; sur ] x1, 2 [| elle est strictement 
décroissante ; sur ]z:,  [, elle est strictement croissante ; la droite y=2æ+ 


+1—a est une asymptote oblique ; si a > L , la fonction est strictement 


4 
croissante sur ]— ©, 0 [ et sur |] 0, I]; x — + est un point d’in- 
flexion ; sur JO, oo [et sur | 0, — |, la convexité de la courbe est orien- 


tée vers le haut, alors que sur Er , CO |. elle l’est vers le bas: z—0 


et y=z—+-1—4 sont des asymptotes ; y (0+0)= —00, y (0—0)—0. 


PROBLÈMES CONCERNANT LE CHAPITRE 2 


| 2 ——— { a 
799. — In | az+b |. 800. = Vuz+b. 801. ap Arotg —z. 


1 
802. Dab In 


az — b 1 a 
Taxto Ê 803. = rw x, 


804. _ In | ax + folie j. 805. en x. 


1 
806. —e-x-— 6e-2x, 807. — AE —— 
2 " a 
INDICATION. Diviser le numérateur et le dénominateur par zx? et effec- 
tuer le changement 2 ; (- ++) dz=d(z ——) : 


2 __ 
808. 1 1m 2 V2+1 (cf. n° 807). 
2 V2 zx V2+1 


3 
TA 1 b 
810. _—. (ax +-b) 2 (3ax ‘—2b}). INDICATION, = — (ar +6). 
2 z sin 27 . Æ , Sin 2x 
811. — 2. CHENE 4 = 812. DT A 
813 : z +— : sin 2 sin 4x. 814. Late sh 22+ 1 sh 4x. 
F8, 4 4 32 


Aresinz |, | 1+ VI—zil 
T T 


816. z2chz—2zshzt2chz. 817. — 


818. x (Arcsin x}?+2 V 1—z? Arcsin z—2r. 
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vs| 2 | 2 — 
819. « 3x° —6) z+6 |. 820. ——— 1-7 
3 (1— x) 
1 a A .. 1—2x 
ES nu PQ 
821. Z (1—2x) ViLr—x 3 Arcsin Æ 
tg z 
BDD ue Arct 
entire | 5 
823. — 824. 0. 825. +. 826. —1+sinr. 
828. 2 829, % 830. —1 (pe 1). 
2 4 * 1+p 
b 
831 par. 832. L. 833. À 
: 7 | @ (x) dx. DE 7%: 
a 
1 1 
SE 
(a—1)a*7 1 1+ a? 


836. L'intégrale a pour 26 + &« > 1. 837. L'intégrale converge 
pour a > —2, P—1+a 


PROBLÈMES CONCERNANT LE CHAPITRE 3 


838. (a — c) [ab + bc — ab?c — 1]. 839. a (2 (G— y) (y — 2). 
840. ab. 841. abcd + bcd + acd + abd + abc. 842. 2 (2° + yÿ). 


844. zx — 0, x — ns a Æ —1; si a — —1, alors x — 0 est la racine 
unique de l'équation. 
845. = a, y = 1, 5 . 846. z = 1, y = —1, z2— —1, 1 = 1. 
847. zx —5 — 25 0 = À + DE, z étant un nombre quelconque. 848. x — 
14, = 1,22, 
849. rang À = 4 si be — cd 0; rang À — 2 si bc — cd = 0. 
850. 
8 12 7 3 9 5 
an-(2 1 1). pa [: 8 al 
8 7 6 2 8 4 
851. 
1 1 23 —5 
a+ 2 4 =). 
—3 —20 8 
852. 
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853. x? + y? > 1. 854, 2kn < 2° + y? K (2k + 1) x, k étant un entier. 
855. y? > —zx (c'est la partie du plan située en dehors de la parabole 
2 ) 
y* = —à). 


Di 


2 2 2 
856. _ QE ee + > 4 (c'est l’extérieur d’un ellipsoïde à trois axes). 


857. x? + y? = c (c'est un cercle de rayon Ve (c > 0); pour c = 0, c’est 
l'origine des coordonnées; pour c 2 0, ce sont des cercles imaginaires, ce qui 
signifie que le plan z = c ne coupe pas le graphe de la fonction (sa surface)). 


858. x? + 2y?— TL (ce sont des ellipses (c > 0) de demi-axes a — VA 
c c 


b — ne 
26 

859. y — c + 2x? (ce sont des paraboles (WYc) admettant l’axe Oy comme 
axe de symétrie et ayant les sommets situés aux points (0, c); les branches des 
paraboles sont orientées vers le haut). 

860. p — VG — 1) + (3 — 7% = 5. 861. lim Mk — M°= (1, e). 

k-—00 

862. Si x, — 0, la fonction admet au point (0, 0) une limite ordinaire 

(sur le plan tout entier privé du point (0, O)) égale à l'unité: 


[fa y —11=11—-1]—=0<e pour y>0 et Ye 0, 
fm y —11=11+rz+y—-1]—= 
= |r+yl<lrl+IyI<2VaFy<e, WG, y), v<0 


si VATR<E = à 

Si xo 0, la fonction f (x, y) ne possède pas de limite quel que soit le 
point examiné dans le voisinage du point (x,, 0). Toutefois, il est évident que 
f (x, y) possède une limite en chaque point (x, 0), x, + 0 de l’ensemble £ = 
— {(x, y), y > 0} et que cette limite est égale à 1. 

Si l’on considère l’ensemble £;, — {({x, y), y < 0}, on trouve que la fonc- 
tion f (x, y) admet une limite sur cet ensemble aux points (x,, 0) et que cette 
limite est égale à 1 + x,. La fonction j (x, y) est en outre continue sur l’en- 
semble Æ, aux points (x, 0). 

T an 

864. E — R,\X{{x — 0} + {y — 0}}, ce qui signifie que l’ensemble E 
est un plan privé des axes de coordonnées. La limite correspondante est égale à 1. 

865. La fonction sera uniformément continue 


(Var Vuituil < 
lti—yil (el +lylt+leyrl(zl+lyn L 
Vrai Vu ’ 
Lt y | toy | K2 VIzi— y: (+17 y = 
—2p(e, y, (mn) Y=(u w)). 


< 


866. u,. = 91? —6xy?, u,, == 3y?— 6x?y ; 


CSS : CS 9 CS de 
uqa—=67—6y?, u,,2— 6y —67?, Un = — 127y =U,,,. 
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867. u, —sin (x+y?)+zxcos(r+y?), u, —2xy cos (x + y?) ; 
Us = 2 COS (x + y?) —zx sin (z+ 7°), Us = 27 cos (r + y?) —4xy? sin (x+y°?), 


= = 2y COS (œ + y°)— 22y sin (z+y°). 


869. Non. 870. Considérer la fonction F (t) = f (tr, ty, tz) et montrer 
qu'elle est constante. 


871. du = y dr + (x + 2y) dy, d'u = 2dx dy + 2dy*. 


Fig. 106 Fig. 107 


872. du = (y + z) dx + (x + 2) dy + (x +- y) dz, du — 2 (dx dy + dx dz+ 
+ dy dz). 


1 

D | - 2 _ 2 _ 2 
873. d?u PRET UE [y de — x dy)? + (z dy — y dz)? + (z dx — x dz)?]. 
874. 3x4 4y +12: —169 est l'équation du plan tangent ; Se 

z—12 Le à 
= est l'équation de la normale. 

875. axzt)y + byyo + czz0 — 1 est l'équation du plan tangent ; 

T To _ __ Yo __ 72% 


est l'équation de la normale. 
ao by 


876. Tous les facteurs sont égaux entre eux. 877. x— W2p, y—z— 
LIT 
— V Z. 878. C'est un cube. 
879, V—zyz=2, z2—2, x—=y—1 (fig. 106). 
880. V—zryz=9, x— v à. y= V6, z—3. 
881. z= + , Y = 2 p: V= — É npÿ (fig. 107). 


2 2p 
882. b=— p, a?——, ep 0: fig. 108 
3 Pr 0 2 y 5 (fig. ). 
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884. a— 21, b— —10—7 }/7, Anim 7 7-10. 


PEN ÉRMARERR) 


22h 22h71 Dh+1 


Fig. 108 
887. 3. INDICATION. — K} — Sn — ge 
{ 3 Â 5) 2n—1 2n—3 2n—1 
rt) (es) 5 
{ 1 { 1 2n —1 
te tar +) on+1 ; 
d'ot 
1 Â 2n—1 1A— 21  2n—1 
Sn it (tt +) - on EU 2" 
2 
888. INDICATION. en + n>2. 889. INDICATION. TT < 
n°? n(n—1) ” Dn=A1 
ue n>9 
3 ? : 


891. Utiliser le critère de convergence (non-convergence) simultanée de 
d'intégrale et de la série. 


x$ 
898. 4— x2+ + ee (|z] <T oo), 


28 . xt 
899. 1+Lzr2+ ST art. (|z| < oo). 
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| 2272 9474 
LS near 
2) 1+— A DST Url < ce). 
n—= 


INDICATION. cos? x — . Hé 


3) Diet (el <1). 
n—=10 
PROBLÈMES CONCERNANT LE CHAPITRE 6 
901. 1) y'r—2y. 2) zy' —ny. 902. zy'—y+(n—1)z". 
903. ay?— x? —2axzyy'. 904. y—2x. 905. zy —8. 


1 1 
mm CE Sense 2 
906. y=4e * 2. 907. MR 
2x 
___ 2x _ se 
908. 1 Sp 909. y" — 1 ce” 


910. y? + (x — a)? — a? est un cercle de rayon a centré au point (a, 0). 
INDICATION. Tout d’abord, il faut former l'équation différentielle qui admet 
comme solution la courbe cherchée y = f (x). 
On sait que l'équation de la tangente à une courbe en un point (x, f(x}} 
s’écrit 
Y — jf (# =f" (@) (X — 2). 


En ramenant cette équation à sa forme normale, on trouve que la distance de 
l’origine des coordonnées à cette tangente sera 


ie f(x) — 7j" (æ) x] 
VI+ CF GP. 
Conformément à l’énoncé du problème, cette distance doit être égale à | x |. 
On obtient donc 
y—ay =+zVi+y" 
qui représente l'équation différentielle cherchée. 
En élevant au carré les deux membres de cette équation, on a 
2xy dy — (y? — x?) dx. 
D'autre part, en vertu de l’énoncé, la courbe y = f (rx) passe par le point À — 
— (a, a), c’est-à-dire y (a) = a. 
En résolvant l'équation différentielle homogène 2xy dy = (y? — x?) dx 
avec la condition initiale y (a) — «a, on obtient la réponse indiquée ci-dessus. 
911. x, — 0,472, xs — 9,999. 
La suite itérée utilisée par la méthode de Newton est définie par l'égalité 


Î (Zn) 


Tni1 =Tn — F G&n) ( = À, 2: le 


Pour l'estimation de l'erreur, cf. [2], chapitre 1, $ 5, inégalités (9), (10). 
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912. x — —0,56715. REMARQUE. La racine unique admise par l’équatior 
donnée se situe sur [—1, 0]. 

Ï (x) x + ex e2X L rex , 1 
F(t)=z— zx ©; FF (x) =-———, max F'(rz)=——. 
Der Fo Ge Gare Ru me 

913. y— cie + coe 2X + cs, COS T + c, sin x. 
914, y—cie X* L(coxtes) e2X. 915. y — — _ a+ À ex, 


INDICATION. Conformément à l'énoncé du problème, il est immédiat que: 
y (0) = 1, y” (0) = 2, ce qui représente les conditions initiales. 


916. y— cie * + coex + — ex, 


917. y — C ++ 2 | e TX + (cor + ca) 2x. 
918. y—(cy+r)e XL (co — x) e-8x, 


% u 


919. y — (es ——) cos 2x + ( Ca + In sin 2x | sin 2x. 


920. y—cicosr+cssinxz—cosx.Intg (+++) ; 


921. r—ciet+cserst, y — — D cret — Sens. 


922. r—(1— 95) e-2t, y —(1+ 26) er2t, 
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924. La fonction F (y) présente une discontinuité pour y — 0. 
X 


925. La fonction F (x) — ( f (ë) dt est continue et différentiable (F* (x) =: 


a 


L})}. 
Ensuite on a 


”. x+h 
+ Dette = [| FO dt—F (2 |= 
# a+th 


= CRD POER= FO) 


Etant donné que F (a) = 0, la dernière relation constitut une indéterminatiom 
de la forme (5) . En appliquant la règle de L’'Hospital, on obtient 


lim + | ÉfGHh)— f(é)]dt —lim FEFD- Fer FE 
h+0 : h—0 


= lim 


F'(x+h)—F' (ah) 
R—0 1 


= lim [f(&+h)—f(a+h)]=f(z)— jf (a)- 


BeatriceGloria__personal library 
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929. D, 930. 128. 981. -L a. 932. T° bc (cf. n° 503). 933. + p? 
21 78 4 ce 
LV 88 8 
a 
934. V — | dy | (2x2 + y?) dr = 105 935. TD— 5 + Yo—= 0 
0 — Vy 
8 | 
936. 21245 (1202). 937. 2 L(ch21)? — 1h 938. a(1+a). 940. V3. 
a+b 
941. 1) 0: 2) — 942. 10. 943 944. | f () dt. 945. Vi 1. 
0 


947. 1) grad U=—; 2) grad U—f" (r) Z, OÙ r—(x, y, 2). 
948. grad U (A)—(4a—d, 2b—2d)—(4a— d) i+2 (b—d) j: 
igrad U(4)1= V (4a—d} +4 —d)?; 
grad U = 0 au point (0, 0) si d? - 4ab; grad U = 0 sur la droite y = 


«si d? — 4ab. Le gradient U est perpendiculaire à l’axe Oy aux points de la droite 


U = dx 
ei 2b 
950. . 952. rot r = 0: rot re = TL. 


953. 1) Non, rota 0; 2) ÜU = xy + xz + yz + c. 
954. 1) Non; 2) Oui, pour b — Fi 
955. 22 + Dry + 3y2 = c. 956. 7 + Qxt Lay = c. 


957. xy + xz + 2yz = c. 958. —2nab, Yc, d. 959. n (d — cab. 
960. 0. INDICATION. 


| Lu de (142 au) ay] — 
AB 


962, (an) — (a —b) EE +0 S (1 
Î 


pnnsinns 
n 


Sn n+1l 


‘963. 1 — Se rue S COS nt. 
ñn 


À 
—=2 


cos 2 kx 


; 2 4 
‘964. jsin z| = > ART 
1 


En posant z—0, on obtient 


4 1 e 
+ 2 Zk2—1 “e 28 GT - 
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D. 4 à (AH 
965. lcoszl=— + >. ae C0S2kz. 
1 
4 86 
966. ER 967. 4: 


968. La suite converge en moyenne quadratique et non uniformément 
vers zéro (ci. n° 393, d)). 


970. 1) pe (220); 2) pa exp (— =) (al < oo). 


Va 
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972. u (x, t)— 2 cos AZt X2 (x) +-3 cos At X,3 (x). 


973. u(x, t)—2a D (—1)*1 exp (ni) ET (cf. n° 962:. 


1 
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974. 4) Rez—12, Imz—5; 2) Rez— ac — bd, Im z— bc + ad; 
3) Re z — a — 3ab?, Im z — 3a°b — b5; 4) Rez=+, Im — 


975. 1) C'est un disque ouvert de rayon 3 centré sur l’origine des coordon- 
nées. 2) C’est un disque ouvert situé sur le plan xOy de rayon 1 centré au point 
(0, 1). 3) C’est le quart ouvert disposé dans le II® quadrant du disque de rayon 3 
centré au point (0, 0). 4) C’est un cercle de rayon 3 centré sur l’origine des 
coordonnées. 5) C’est une couronne fermée comprise entre Les cercles concentri- 
ques de rayons 2 et 3 centrés au point (0, 1). 


976. 1) In2 + si; 2) In V2 +7; 


8) In Va? + y? + i Argz= ln Var Ep +iArctg À (2 x + iy). 


TL 


. nt . n+i : nt 
sin —;- sin > + sin (r+) z 
977. 1) D) ———————— 
sin 2 sin = 
2 2 
INDICATION. 


n ; 
em+i) xi_ ,ix 


>, a 


h=1 
Séparer les parties réelle et imaginaire et appliquer la formule d’Euler 
elx = Cos x + i sin +. 


sin 2nT sin? nt 


3) 2 sin æ 5 4) sin æ 
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INDICATION. 


de 2n+1) xi i : 
> et2R-1) si EVER TUNER Lex? __ sin nz (cos nz+isinnx) 
ki eXi__4 sin x : 


z à 
980. S (2) =+ Lez+2e 7 Zeos LE 2 |. 


982. 
S (= ++ RE — = sinxz; S(x)=sinx (+ —10g 2 sin =) : 
983. 
1 
Se) = 1 (4— cos x) (8 —1%) du 
Ci 4 — 921 cos +12? | 


B— 
0 


S1(r)— 


: 1 œ B 
sin z { (t”—1") dt 
B— 4—2t cos x Li? 
0 
Signalons que, pour & et B entiers et positifs, les intégrales données peuvent 


être calculées comme intégrales d’une fonction rationnelle, le résultat obtenu 
étant constitué de fonctions élémentaires. 


PROBLÈMES CONCERNANT LE CHAPITRE 12 
987. 


Æ (p?+a2) [p4+2p2b2+2a2b2+a4 +b4—2 p2a2]—b?2[p4+4p2a2+2p2b2+2a2b2+at+b4] 
[Pa-+(a2-+02)2+ 2p? (b2—a2)]2 | 


En particulier, si a — b, alors 
L{f; pl = p? (p4 — 12at)/[p4 + 4a4]°. 


u| p? + a? 
989. In Er. 


992. y(r)=e"* [A cos x+(1-+8B) sin x]. 


L[f; pl 


990. y (x) — _ ({— e-ax), 


994. y (= ex2t + eue cateje s+S (cos r —sin x). 


2 2 
997. S——, S1— (cf. n° 984). 
998. S—T, S3= 0 mi (cf. n° 985) 
"7 7 72 | 


999. y (x) => LT 2x ex. 


1 


3 2X 2x 2 X 
z2(t)——e TE a 


4 


RÉPONSES 945 


1000. y—4x+2—2 cos x —3 sin x, 
2—2sinx—2x. 


1001. y + cos z V5, 


2. V5— Z sin x V5, 


5 9 V5 
2 2 2. = 
t=—T Cosz 9 + 75 sin x V5. 


1002. y—=—cosxshz+sinzchzr, 


z=—sinzchzx—coszshz. 


